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Πρόλογος 


Ι ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΑΥΤΕΣ αποτελούν µία σειρά εισαγωγικών µαθηµάτων σε μερικούς 

κλάδους της γεωμετρίας. Έχουν σκοπό να αποτελέσουν οδηγό για τη µελέτη 
θεματικών ενοτήτων θεωρητικού ενδιαφέροντος για φοιτητές/τριες του Μεταπτυχια- 
κού Προγράµµατος της Διδακτικής του ΕΚΠΑ. 


Βασικός στόχος των ενοτήτων αυτών εἶναι να φέρουν τον/την αναγνώστη/στρια 
σε επαφή µε διάφορες απόψεις και μεθόδους της γεωμετρίας. Οι τελευταίες ττο- 
ρούν να παίξουν ένα χρήσιμο ρόλο, κυρίως από τη σκοπιά της διεύρυνσης μερικών 
θεμελιωδών εννοιών, οι οποίες εκτείνονται ττιο πέρα απὀ αυτές που διδάσκονται στη 
δευτεροθάθµια εκπαίδευση. Είναι κοινώς αποδεκτό ότι ο/η διδάσκων/ουσα µε ευ- 
ρεία (και όσο το δυνατόν βαθύτερη) γνώση µπορεί να είναι πηγή έμπνευσης για τους 
µαθητές. Μέσα από µικρές παρεμθάσεις (ακόµη και ιστορικού περιεχομένου) μττο- 
ρεί να διεγείρει τη φαντασία και το ενδιαφέρον τοὺς, μπορεί να τους βοηθήσει να 
προσεγγίσουν µε περισσότερη αγάπη τον ανεξάντλητο κόσµοτης γεώμετρίας και των 
μαθηματικών γενικότερα. 

Στο πρώτο κεφάλαιο, µετά από µια συνοπτική αναδρομή στην πρό Ευκλείδη Γε- 
ὠμετρία, αναλύεται η δοµή των «τοιχείώων) του, γίνεται κριτική των ατελειών τους, 
αναφέρονται οι αρχές της σύγχρονης αξιωματικής μεθόδου και η χρήση των «μοντέ- 
λων» στον έλεγχο των σχετικών απαιτήσεώὠν της. Τέλος, γίνεται µια σύντομη αναφορά 
στις µη Εὐυκλείδειες Γεωμετρίες και παρουσιάζονται μερικά βασικά μοντέλα της Υ- 
περθολικἠς και Βλλειπτικής Γεωμετρίας. 

Το δεύτερο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο σε µια στοιχειώδη εισαγωγή στην Προ- 
βολική Γεωμετρία. Αυτό γίνεται προκειµένου να δοθεί (σε πληρέστερη μορφή) ένα 
παράδειγµα αξιωματικού συστήµατος για µια πολύ γενική µορφή µη Ευκλείδειας 
Γεωμετρίας, Θεμελιώωμένο σύμφωνα µε την άποψη του ΗΗβροετίἰ. Τα βασικά συµττε- 
ράσµατα του κεφαλαίου παρουσιάζονται εδώ σε αντιπαράθεση µε τα αντίστοιχα της 


νι Πρόλογος 


Ευκλείδειας Γεωμετρίας και μπορούν να ρίξουν φως στην τελευταία από µιαν άλλη ο- 
πτική γωνία. Ανάμεσα στ άλλα, εξετάζεται και η περίπτώση πεπερασμένων επιπέδων, 
κάτι που συνήθως αγνοείται, Κκαιτα οποία έχουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Επίσης, α- 
ναφερόµαστε στη σύγχρονη έννοιατου «μορφισμού», που επεκτείνειτη συνήθη έννοια 
της απεικόνισης, όπως αυτή εφαρµόζεται στην περίπτωση του προθολικού επιπέδου. 
Τέλος, η σύντομη αναφορά στην αναλυτικἠ πλευρά του πραγματικού προθολικού 
επιπέδου φέρνει τον/την αναγνώστη/στρια σε επαφή µετις ομογενείς συντεταγμένες 
και δίνει µια πρώτη γεύση της αλγεθροποίησης του (τυχόντος) προθολικού επιπέδου. 

Το τρίτο κεφάλαιο αποτελεί εισαγωγή στη θεωρία τῶν διαφορισίµων καμιπυλών, 
µε σκοπό να αναδειχθεί και απὀ άλλη πλευρά η συµθολή του Διαφορικού Λογισμού 
στη µελέτη της γεωμετρίας. Ἠδη οι διδάσκοντες/ουσες γνωρίζουν τη σηµασία των 
παραγώγων στη γεωμετρική µελέτη του γραφήμµατος των (πραγματικών) συναρτή- 
σεων µιας (πραγματικής) µεταθλητής. Εδώ επιχειρείται η διευρύνση του ρόλου των 
παραγώγων στη µελέτη των καμπυλών του τριδιάστατου χώρου ([ειδικἠ περίπτωση 
των οποίων αποτελεί το γράφημα µιας συνάρτησης, όπως προηγουμένώς). Η «στρέ- 
ψη» και η «καμπυλότητα» εἶναι τα δύο θεμελιώδη μεγέθη που χαρακτηρίζουν τις 
καμπύλες και, μαξδί µε το «συνοδεύον τρίεδρο» των Ετεποεί-Θεττγεί, καθορίζουν ένα 
είδος «εσωτερικής» γεωμετρίας τους. 

Το τέταρτο κεφάλαιο είναι µία εντελώς περιγραφικἠ -μέσω διαφανειών- περιήγη- 
ση στη Θεωρία των Επιιφανειών και την εξ αυτών (βάσει του Θεωρήματος Ερτερίαπα 
του (8158) απορρέουσα Θεωρία των Διαφορικών Πολλατιλοτήτων. Στόχος της αναφο- 
ράς στις τελευταίες είναι να επισημανθεί ο ρόλος τους στη Θεωρία της Σχετικότητας 
του Επδίείηπ και σε άλλους τοµείς της σύγχρονης Φυσικής. 

Όπως προαναφέρθηκε, το κείµενο αποτελεί ἑνα σύντομο βοήθημα, που έχει στό- 
χο να καθοδηγήσει τον/την αναγνώστη/τρια στη µελέτη άλλων χρησίµµων βιθλίων, 
τα οποία εξυπηρετούν τους σκοπούς αυτών τῶν μεταπτυχιακών µαθηµάτων, και σε 
καµµια περίτπτὠση δεν μπορούν να τα υποκαταστήσουν. Πιστεύουμε ότι, µε αυτό 
το υπόθαθρο, οι ενδιαφερόµενοι/ες μπορούν να προχωρήσουν στη µελέτη και ἆἁλ- 
λων πιο εξειδικευκένων θεμάτων, τα οποία έχουν παραλειφθεί εδώ, σύμφωνα µε τις 
κατευθυντήριες γραµµές καιτους περιορισμούς του παρόντος βοηθήµατος. 

Στην παρούσα έκδοση έχουν γίνει κάποιες σύντομες προσθήκες και βελτιώσεις, 
και διορθώνονται μερικές αθλεψίες προηγουμένων εκδόσεων, που ευγενώς αναφέρ- 
Όηκαν απὀ τους αναγνώστες. Ο συγγραφέας Όα είναι ιδιαίτερα υποχρεωμένος σε 
όσους Θα θελήσουν να του γνωστοποιήσουν " όσα λάθη και ατέλειες Θα επισηµάνουν 
με τη σειρά τους. 


Ε.Β Αθήνα, Δεκέμθριος 2012. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 


Ευκλείδεια και µη Ευκλείδεια 


Γεωμετρία 


Ἡ υπόθεση ὅτι το ἀθροισμα των γωνιών (ευός τριγώνου) 
εἶναι μικρότερο απὀ 1580’ οδηγεί σε µια παράξενη Γεωμε- 
τρία. αρκετά διαφορετική απὀ τη δική µας (την Ευκᾖείδεια) 
αββά τεβείως συνεπή, την οποία ἐχω αυαπτύξειμµε ὀβη µου 
την ευχαρίστηση... Τα θεωρήματα αυτής της Γεωμετρίας 
φαίνουται παράδοξα και, για του αμύητο, παρἀβογα΄ όμως 
ο ήρεμος. επίµονος στοχασμός αποκαβύπτει ὅτι δευ περιέ- 
χουν τίποτε το απίθανο 


ΑΠΟ ΓΡΑΜΜΑ τοῦ Κ. Ε, ἄλδυςδς (18214) [10, σελ. 1091] 


ΓΕΟΩΜΕΤΡΙΑ ΓΙΑ ΤΗ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ (Σηµειώσεις). Πανεπιστήµιο Αθηνών, 2012. 


2 Κεφάλαιο 1. Ευκλείδεια και µη Ευκλείδεια Γεωμετρία 


”, ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΑΥΤο γίνεται µία σύντομη αναδρομή σε μερικούς σταθμούς που ση- 
µατοδότησαν την εξέλιξη της γεωμετρίας. Αρχίζουµε µε την αρχαία περίοδο και 
αναλύουμε την αξιωματική θεμελίωση του Εωκλείδη, η οποία έπαιξε ιδιαίτερο ρόλο 
στην εξέλιξη της γεωμετρίας (Παράγραφοι 1-9). 

Η κριτικήτου Ευκλειδείου συστήµατος (Παράγραφος 4) µας οδηγεί στις νεώτερες 
αντιλήψεις περί (γεωμετρικώὠν) αξιωματικὠν συστηµάτωώων, τη σημασία των μοντέλων 
στον έλεγχο των σχετικών ιδιοτήτων τους, καθώς και την κατά ΗΗρετί αξιωματική 
δεμελίωση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας (Παράγραφος 5). 

Οι µη Ευκλείδειες Γεωμετρίες (Υπερθολική και Ελλειττική), δημιουργήματα μό- 
λις του 19ου αιώνα, εξετάζονται στις Παραγράφους 6 και 7 αντιστοίχως, όπου και 
παρουσιάζονται σχετικά μοντέλα τους. 


1.1 Η γεωμετρία πριν τον Ευκλείδη 


Στην καθημερινή µας εμπειρία παρατηρούμε µια πληθώρα μορφών που, εδώ και 
αιώνες, τις αποκαλούµε γεωμετρικές, και αντιλαμθανόµαστε ένα εἶδος γεωμετρικής 
δοµής µέσα στη φύση που µας περιθάλλει. Η αντίληψη αυτή ενισχύεται σήµερα και 
από την επιστήμη, η οποία µας αποκαλύπτει ότι παντού µέσα στη φύση υπάρχει 
µία «Γεωμετρία», η τάξη της οποίας υπόκειται της δοµής όλων τῶν πραγμάτων, από 
τα μόρια και τους κρυστάλλους μέχρι τους γαλαξίες, δηλαδή από τον µικρόκοσμο ” 
μέχρι τον µακροκόσμο. 

Στους αρχαιότατους χρόνους, όταν η επιστήµµη ήταν ένα µε τη Ὀρησκεία και τη 
μαγεία, η βασική γνώση ἦταν συγκεντρωμένη στα χέρια τῶν Ἱερέων. Τα μαθημµατι- 
κά (αριθμητική και γεωμετρία) της εποχής αυτής αποτελούσαν µέρος της μυστικής 
γνώσης και συχνά συνδέονταν µε τον μυστικισμό. Αργότερα, η αρµονία, η οποία 
ενυπάρχει στις γεωμετρικές δοµές, θεωρήθηκε έκφραση ενός «Φεϊκού σχεδίου» που 
διέπει τον κόσµο (εξού και η γνωστή ρήση των Πυθαγορείων «Αεί ο Θεός ο Μέγας 
γεωμετρεύ). 

Όμως, για να μπορέσει ο άνθρωπος να χειριστεί Και να μελετήσει αυτές τις μορ- 
Φφές, εἶναι απαραίτητη η ιδεατή αναπαράστασή τους. Έτσι, ο κύκλος (ένα από τα 
αρχαιότερα σύμθολα τιου χάραξε ο άνθρωπος) µπορεί να θεωρηθεί ως η ιδεατή αἴο- 
τύπωση του ηλιακού δίσκου και των περάτων του φυσικού ορίζοντα. Η (μαθηματική) 
σφαίρα παραπέμπει στον ουράνιο Θόλο. Το επίπεδο της Στοιχειώδους Γεωμετρίας 
είναι η ιδεατή εικόνα της στάθµης του νερού του ηρεμεί κ.ο.κ. 

Ἡ αφαίρεση της καθηµερινής εμπειρίας και η µεταφορά των απλών παρατη- 
ρήσεων στο επίπεδο µιας νοητικής διεργασίας αρχικά εξυπηρέτησε πρακτικές και 


" Για την περιοχή της κθαντικής φυσικής υτάρχουν σοθαρά προθλήµατα στην περιγραφή γεώμµε- 
τρικών εννοιών, ότιως αυτή του χώρου, λόγω τῶν εξαιρετικά μικρών αποστάσεων που υπεισέρχονται 
στη µελέτη της. 
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τεχνικές ανάγκες (όπως, άλλωστε, συνέθη και στο ξεκίνημα κάθε επιστήμης). Έτσι, 
στην αρχαία Αίγυπτο η γεωμετρία χρησιμοποιήθηκε στην οριοθέτηση καιτη μέτρηση 
των γαιών, ατῖ ὀτου και ο όρος «Πεωμετρία». Αυτό ήταν απαραίτητο µετά τις ετήσιες 
πλημμύρες του ποταμού Νείλου, προκειµένου να αποδοθούν και πάλι οι ιδιοκτη- 
σίες στους κατόχους τους και να επιμετρηθούν οι φορολογικές τους υποχρεώσεις 
στους Φαραώ. Αργότερα, πιο προχωρηµένοι υπολογισμοί (πάντοτε εμπειρικοί και 
πρακτικοί) χρησιμοποιήθηκαν στην οικοδόμηση των πυραμίδων. Ανάλογες πρακτι- 
κές ανάγκες εκάλυπτε η γεωμετρία και σε άλλους λαούς (Βαθυλωνίους, Κινέζους), 
όπως μαρτυρούν σύγχρονες αρχαιολογικές ανακαλύψεις. 

Σε Κάθε περίπτωση. η κατασκευή των πυραμίδων και άλλων τεχνικών έργων ση- 
µατοδοτεί µιαν αναµφισθήτητη πρόοδο. Όμως αυτή παρέμεινε καθαρά εμπειρική. 
Για παράδειγµα, διάφορα εµθαδά υπολογίζονταν Κατά περίπτωση πρακτικά, χωρίς 
να υπάρχει ένας συγκεκριμένος τύπος ή αλγόριθμος για το Κάθε είδος. Ομοίως και 
διάφοροι αριθµητικοί υπολογισμοί και πράξεις τραγματοποιούνταν κατά περίπτωση, 
χωρίς να ακολουθείται Κάποιος Κανόνας. Επομένως, οι πολιτισμοί της Αιγύπτου και 
της Βαθυλωνίας (στους οποίους εμφανίζονται οἱ παραπάνω χρήσεις της γεωμετρίας 
και της αριθμητικής), δεν έδωσαν στους Έλληνες, µε τους οποίους ήρθαν σε επτα- 
φἠ, τίποτε το θεωρητικό, αλλά µια τεράστια συλλογή συγκεκριμένων μαθηματικών 
δεδοµένων, µε τη µορφή υπολογισμών ἡ ατλώὠν καταγραφών (βλ. τους µαθημµατι- 
κούς πίνακες από τις ανασκαφές της Νινευή, τον πάπυρο ΕΠίπαά καιτον τάττορο της 
Μόσχας). Όπως πολύ επιτυχημένα σχολιάζει ο 1, ΜιΙοάϊπονιν (βλ. [25, σελ. 9"), Θα 
λέγαμε ὁότι οι Αιγύπτιοι και οι Βαθυλώνιοι μοιάζουν µε τους κλασικούς βιολόγους 
και φυσιοδίφες, του µε µεγάλη υπομονή και σχολαστικότητα καταλογογράφησαντα 
είδη, κι όχι µε τους σύγχρονους γενετιστές που προσπαθούν να κατανοήσουν πώς 
αναπτύσσονται Και λειτουργούν οι οργανισμοί. 

Αντιθέτως, η µελέτη της γεωμετρίας, και των μαθηματικών γενικότερα. πέρα από 
τις πρακτικές ανάγκες, ὡς πνευματική αναζήτηση, ὡς θεωρητικό πρόθληµα, εἶναι 
κατάκτηση του αρχαίου ελληνικού πνεύματος. Είναι το αποτέλεσµα του ελληνικού 
ορθολογισμού, που προσπαθεί να βάλει τάξη στον περιθάλλοντα κόσµο και να τον 
ερμηνεύσει, αναζητώντας το «γιατύῦ και το «πὠς» των φαινομένων. 

ἨἩδώ πρέπει να αναφερθεί πρώτα το όνοµα του γεωμµέτρη Και φιλοσόφου Θαλή, 
ενός εκ των επτά Σοφών της αρχαίας Ελλάδας. Ο Θαλής, στο πλαίσιο του παραπάνω 
ορθολογισμού, αναζήτησε τη θεωρητική επεξήγηση τῶν εμπειρικών δεδοµένων των 
Αιγυπτίων. Θεωρείται ὁτι είναι ο πρώτος που συνέλαθε (και εφάρμοσε) την ιδέα της 
απόδειξης. Ἡ χρήση τῶν ομοίων τριγώνων τού επέτρεψε τον ακριθή υπολογισμό του 
ύψους των πυραμίδων (που, όπως προείπαµε, γινόταν μόνον εμπειρικά προηγου- 
μένως). Η πρόθλεψη της έκλειψης του ηλίου το 5586 π.Χ. τον κατέστησε πρόσωπο 
μυθικό. Δίκαια τοποθετείται στο βάθρο του πρώτου επιστήμονα και μαθηματικού. 

Ο Θαλής αναμφίθολα προετοίμασε τους Πυθαγορείους και απέδειξε πολλά θεώ- 
ρήματα που περιέλαθε ο Εωκλείδης στα «Στοιχεία» του. Στον ἶδιο αποδίδεται η έννοια 
της «σότητας ἡ «ισοδυναμίας» των σχημάτων (όπως εννοείται σήµερα µε τους ζε- 
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νόγλωσσους όρους ΚοηρΓιεηΖ, οΟΠΡΓΙΕΠΟςΘ), σύμφωνα µε την οποία δύο σχήµατα 
είναι ίσα αν, µε κατάλληλη κίνηση (µεταφορά και στροφή), το ένα µπορεί να συμπέ- 
σει µετο άλλο. Προφανώς, οι μαθηματικές απόψεις και επιδόσεις του Θαλή δεν είναι 
αποκομµένες από τη φιλοσοφική του άποψη ότι η φύση έχει νόµους, τους οποίους 
μπορούμε να ανακαλύψουμµε, ενώ μπορούμε να εξηγήσουμε τα φαινόμενα µέσω της 
παρατήρησης και της λογικής. 

Μετά τον Θαλή, σταθμό στην εξέλιξη της μαθηματικής και φιλοσοφικής σκέψης 
αποτελεί το έργο του Πυθαγόρα και της Σχολής του. Εμπνευστής του πρώτου υπήρ- 
ξε ο Θαλής. Ο Πυθαγόρας ανακάλυψε τους νόμους της αρµονίας και έδωσε στην 
αριθμητική τη µορφή θεωρητικής επιστήμης επί της οποίας στηρίχτηκε και η φι- 
λοσοφική του διδασκαλία. Οι αριθμοί μπορούν να χωριστούν σε τριγωνικούς και 
τετραγωνικούς, συνδυασμοί των οποίων παράγουν ενδιαφέροντα αποτλέσµατα. Αν 
φανταστούμε τους αριθμούς σαν τελείες ή πετραδάκια και τους τοποθετήσουµε σε 
κατάλληλους σχηματισμούς, μπορούμε να πάρουμε μερικές μορφές της ταξινόµη- 
σης αυτής που εμφανίζεται στην επόµενη εικόνα. 
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παραδείγματα τριγωνικών αριθμών 
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παραδείγματα τετραγωνικών αριθμών 


ΕΙΚΟΝΑ 1. Πυθαγόρειοι αριθμοί 


Στην ἴδια Σχολή, μαζί µε τη φιλοσοφία, τη μουσική και την αριθµητική, καλ- 
λιεργείται και η γεωμετρία: η απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήματος, η µελέτη 
των κανονικών σχημάτων και στερεών, είναι μερικές µόνον από τις «γεωμετρικές» 
ενασχολήσεις της. Το Πυθαγόρειο Θεώρημα προέκυψε και πάλι από αριθμητικές 
θεωρήσεις, δηλαδή από τη µελέτη τριάδων αριθμών (α,β, γ) που ικανοποιούν τη 
σχέση α” Ξ β' «γ΄. Τριάδες τέτοιων αριθμών είχαν καταγράψει οι Βαθυλώνιοι, αλλά 
η απόδειξη του θεωρήματος στη γενική (γεωμετρική) του µορφή δόθηκε, για πρώτη 
φορά, από τους Πυθαγόρειους. Γενικά βλέπουμε ὅτι στο (μαθηματικό) πυθαγόρειο 
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έργο υπάρχει µία σύζευξη της γεωμετρίας µε την αριθμητική, κάτι που Θα ετια- 
ναληφθεί αργότερα -σε άλλη µορφή και µε ἀλλο στόχο- από τον Βεπέ Ὠεδοατίες 
Πζαρτέσιο] (1596-1650) και τον φίλο του Ρἰεττο ἆᾳε Ἐετπιαί(160Ι-1665). Φυσικά, 
αυτός ο συσχετισμός οδήγησε στην ανακάλυψη των ασυμμµέτρων αριθμών, που α- 
νέτρεψε τις φιλοσοφικές δοξασίες των Πυθαγορείων και οδήγησε στην παρακμή της 
Σχολής τους. 

Τα Μαθηματικά, όρος που οφείλεται στους Πυθαγορείους, προφανώς σχετίζον- 
ται µε τις φιλοσοφικές τους δοξασίες. Οι ίδιοι, αναζητώντας τη συμμετρία και την 
αρμονία του κόσμου (άλλος πυθαγορικός όρος κι αυτός), αναγνωρίζουν ουσιαστικά 
την ύπαρζη µιας γεωμετρικής δοµής σ’ αυτόν Όμως, η δοµή αυτή συνδέεται µε το 
ἀρρητο σχέδιο της δημιουργίας, που δεν μπορεί να γίνει αντιληπτό από τον άνθρωπο 
(πρθλ. «Αεί ο Θεός ο Μέγας γεωμµετρεύθ). Έτσι η κοσµογονία και η οντολογία των 
πυθαγορείων παραμένει «αριθµολογική». Άλλωστε, αιώνες αργότερα, ο 1,. ΚτοπεοΚκετ 
υποστήριξε ότι (παραφράξζοντας τον) «αεί ο Θεός γεωµετρεί και ο ανθρωπος κάνει 
αριθμητική». 

Ἡ γεωμετρίας (και τα μαθηματικά γενικότερα) εξελίσσονται σηµαντικά και στην 
Πλατωνική Ακαδημία. Τη σηµασία που είχε η γεωμετρία για τον Πλάτωνα και τους 
μαθητές του περιγράφει µε τον πιο εναργἠ τρόπο η επιγραφή, η οποία κοσμούσε την 
είσοδο της Ακαδημίας, το περίφημο «Μηδείς αγεωμµέτρητος εισίτω». Τα κανονικά ττο- 
λύεδρα, γνωστά και ὡς πλατωνικά στερεά, κατέχουν ιδιαίτερη θέση στην πλατωνική 
φιλοσοφία και κοσµολογία. Στην Ακαδημία έδρασαν διάσημοι μαθηματικοί, όπως ο 
Εύδοξος ο Ενίδιος, οἱ αδελφοί Μέναιχµος και Δεινόσιρατος, ο Θεαίτητος ο Αθηναί- 
ος, ο Ερμµότιμος ο Κολοφώνιος και πολλοί άλλοι, ενώ δεν φαίνεται να είχε κάποια 
ιδιαίτερη συμµθολή ο ίδιος ο Πλάτων. 

Φυσικά δεν πρέπει να παραλείψουµε καιτους, εκτός της Πλατωνικής Ακαδημίας, 
Θεόδωρο τον Κυρηναίο (διδάσκαλο του Πλάτωνος), τον Αρχύτα τον Ταραντίνο (φίλο 
του Πλάτωνος), τον Φιλόλαο και τον Ιπποκράτη τον Χίο. 

Για τις φιλοσοφικές θεωρήσεις της Σχολής των Πυθαγορείων καιτης Πλατωνικής 
Ακαδημίας, όπως και τη σχέση τοὺς µε τη φιλοσοφία των μαθηματυικών, παραπέ]µ.- 
πουμε στο [1]. 

Επειδή σκοπός αυτής της αναδρομής δεν εἶναι η παρουσίαση ούτε της ιστορίας 
της γεωμετρίας στην αρχαιότητα, ούτε των μεγάλων γεωμετρών και του έργου τους, 
αλλά µια απλή αναφορά σε μερικούς σταθμούς της προ-Ευκλείδειας περιόδου, Ὁα 
έρθουμε αμέσως σ᾿ αυτόν που σφράγισετην εξέλιξη της γεωμετρίας, των μαθηματικών 
γενικότερα καθώς και πολλών άλλων επιστημών, δηλαδή στον Ευκλείδη. 
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Ο Ευκλείδης έζησε στην Αλεξάνδρεια και η ακμή του τοποθετείται περί το 3900 π.Χ. 
Οι ημερομηνίες γέννησης και Θανάτου του παραμένουν άγνωστες. Στο περίφημο έρ- 
γοτου «τοιχείω περιέλαθετο μεγαλύτερο µέρος της µέχριτότε μαθηματικής γνώσης 
και οργάνωσε τη γεωμετρία κατά τρόπον αυστηρό, όπως απαιτούσε το πνεύμα της 
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Λογικής Και της ευότητας, το οποίον του κληροδότησαν οι προηγούμενες γενιές τῶν 
μαθηματικών και φιλοσόφων. Ο Ευκλείδης µπορεί να χαρακτηριστεί ὡς ο διαµορφω- 
τής της μελέτης του 2-διάστατου χώρου µέσω της καθαρής σκέψης, χωρίς αναφορά 
στον φυσικό κόσµο. Το ὀνομά του ταυτίζεται µε τη γεωμετρία. Σε πολλές προτάσεις 
έδωσε δικές του αποδείξεις, ενώ απλοποίησε άλλες προγενέστερες. Η ταξινόμηση 
της ύλης είναι υποδειγματική. Η λιτότητα και η όλη παρουσίαση δικαίως έκαναν τα 
«Φποιχεία» πρότυπο γραφής. 

Τα «Στοιχεία του Ευκλείδη είναι το δεύτερο έργο που τυπώθηκε, µετά την Αγία 
Γραφή, και το δεύτερο παγκοσμίως σε πλήθος εκδόσεων έργο (και πάλι µετά την 
Αγ. Γραφή). Καθόρισε ουσιαστικά την εξέλιξη της μαθηματικής επιστήμης μέχρι 
τον 199 αιώνα, χωρίς φυσικά να έχει καταργηθεί μέχρι σήµερα. ΗἩ ανακάλυψη του 
έργου αυτού στους Μεσαίους χρόνους εσήµανε την αφετηρία της αναγέννησης των 
επιστημών και του πνεύματος γενικότερα. 

Τον τρόπο διατύπωσης των «τοιχείων» µιμήθηκε στο φιλοσοφικό του έργο ο Β8- 
ΤΙςΠ Ξ5ρίΠοζα8 (1632-1671). Ο ΠπιπιαηιιεΙ] Καπί (1724-1804). στο γνωστό φιλοσοφικό 
του έργο «Κριτική του Καδαρού Λόγου», θεωρεί ότι η Εὐκλειδεια Γεωμετρία εἶναι η 
μόνη γεωμετρία την οποίαν μπορεί να αντιληφθεί ο ἀνθρώπινος νούς, εξαιτίας της 
δομής του εγκεφάλου του. Αποτέλεσμα αυτού είναι ότι η γνώση του χώρου δεν εἶναι 
εμπειρική, αλλά υτιάρχει α ΡτίοΓί. Με τις διαδεδομένες αυτές απόψεις του διάσημου 
Φιλοσόφου φοθόταν να αντιπαρατεθεί ο μεγάλος μαθηματικός Κατ] Ετιεάτίοη (αιαδς 
(17/5-1855), όταν ανακάλυψε {αρκετά µετα τον θάνατο του πρώτου) τη µη Ευκλεί- 
δεια Γεωμετρία, για τούτο -ανάμεσα και σ᾽ άλλους λόγους- δεν δημοσίευσε τίποτε 
σχετικὀ. 

Πριν αναφερθούμε πιο διεξοδικά στη διάρθρωση των «λτοιχείών», ας κάνουμε α- 
κόμη λίγα γενικά σχόλια. Ἡ γεωμετρία αναφέρεται στην έννοια του χώρου, συστατικά 
του οποίου είναιτα σηµεία. οι ευθείες καιτα επίπεδα. Πρόκειται για έννοιες που, ενώ 
τις αντιλαμθανόµαστε στην καθημερινή µας εμπειρία, δεν μπορούμε να τις ορίσου- 
µε µε ακρίθεια. Επομένως δημιουργείται το εύλογο ερώτημα: πώς είναι δυνατόν να 
οικοδομηθεί αυστηρά η γεωμετρία, όταν τα ίδια τα δομικά στοιχεία της παραμένουν 
άγνωστα; 

Εδώ η συµθολή του Ευκλείδη υπήρξε καταλυτική. Παρ᾽ όλο που προσπάθησε (α- 
νεπιτυχώς) να ορίσει τις παρατιάνω έννοιες, η προσέγγισή του έκανε φανερό ότι στα 
μαθηματικά δεν µας ενδιαφέρει η ουσία τῶν αντικειμένων του µας απασχολούν, αλ- 
λά οισχέσεις μεταξύ αυτών (των αντικειμένων). Έχπσι, αδιαφορώντας για την οντολογία 
των σημείων και των ευθειών, μπορούμε να ξεκινήσουμε µε ένα σύστηµα σχέσεων, 
δηλαδή µε τα αξιώματα, των οποίων την αλήθεια δεχόμαστε εκ τῶν προτέρων και, κα- 
τόπιν, µε τη βοήθεια της λογικής (συν)επαγωγής. να προχωρήσουμε στην απόδειξη 
της ισχύος ἠ όχι κάθε άλλης γεωμετρικής σχέσης που μπορεί να διατυττωθεἰ. 

Αυτή είναι η βασικἠ ιδέα της αξιωματικής θεµεβίωσης του Ευκλείδη. Τα αξιώ- 
ατα βρίσκονται στην αφετηρία και είναι απαραίτητα για να µην περιπέσουν οἱ 
συλλογισμοί µας σε φαύλο κύκλο. Το σύστηµα των αξιωμάτων πρέπει να καλύπτει, 
προφανώς, κάποιες ουσιαστικές απαιτήσεις. Θα πούμε περισσότερα για τη σύγχρονη 
αξιωματική μέθοδο στην Παράγραφο 1.4. 
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Ας ξαναγυρίσουµε τώρα στα «Σποιχεία». Το περιεχόμενό τους κατανέμεται σε 


9 12 βιθΏία (κάτι σαν 19 κεφάλαια) 
και αποτελείται από 

9 223 ὁὀρους, 

9 ὃὁ αιτήματα 

ο 7 (ή 9) κοινές έννοιες, 
και μέσω αυτών αποδεικνύονται 

9 4625 προτάσεις (που αντιστοιχούν σε σηµερινά θεωρήματα, προτάσεις, λἠμ- 
µατα και πορίσματα). 


Τα βιθλία 1-4 περιέχουν τη βασικἠ γεωμετρία του επιπέδου. Τα βιθλία 5-6 πραγ- 
μµατεύονται τη θεωρία των λόγων, ἠτοι των συμμµέτρων μεγεθών, Και εισάγονται κα- 
τόπιν τα ασύμµετρα μεγέθη. Τα βιθλία Υ-9 αναφέρονται στην αριθµητική. Στο 10ο 
βιθλίο ταξινομούνται γεωμετρικά οι ασύμμµετροι αριθμοί. Στα βιθλία 11-12 εκτίθενται 
τα βασικά θεωρήµατα της στερεοµετρίας. Το 13ο και τελευταίο βιθλίο περιέχει την 
κατασκευή πέντε κανονικών πολυέδρων και την απόδειξη της µη ύτιαρξης άλλων. 
Σημειώνουμε ότι μεταγενέστερα προστέθηκαν και άλλα δύο βιθλία, όµως αυτά δεν 
γράφτηκαν από τον Ευκλείδη. 

Οι όροι αποτελούν ουσιαστικά τους ορισμούς εννοιών όπως σηµείο, ευθεία γραµ- 
μή, γωνία, ορθή γωνία, κύκλος κλπ. Μερικοί απ’ αυτούς (όπως ο κύκλος, οι παράλ- 
ληλες ευθείες κλπ.) εἶναι ακριθείς, ενώ άλλοι (όπως το σηµείο, η ευθεία κλπ.) είναι 
ασαφείς και χωρίς ιδιαίτερη αξία. 

Όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω, τα αιτήµατα (ή αξιώματα) αναφέρονται σε 
γεωμετρικές προτάσεις ή ιδιότητες, που συνδέουν απροσδιόριστους όρους, και των 
οποίών η αλήθεια γίνεται δεκτή χωρίς απόδειξη. Συνήθως απορρέουν από την απλή 
παρατήρηση {µέσα στα στενἁ όρια της ανθρώπινης κλίμακας) ή απόὀ τη µελέτη ενος 
συγκεκριμένου παραδείγματος. Έτσι, η πρακτική διαπίστωση ότι, ανάµεσα σε δύο 
σηµεία ενός κοινού επιπέδου, ή ενός φύλλου χαρτιού, χαράσσεται µία µόνον ευθεία, 
οδηγεί στη διατύτιωση του πρώὠτου αξιώματος της Ευκλείδειας Γεωμετρίας (που 9α 
αναφέρουμε, μαζί µε τα άλλα, ττιο κάτω). 

Οι κοινές έννοιες εἶναι προτάσεις των οποίων δεχόμαστε την αλήθεια (όπως 
και των αξιωμάτων), δεν αναφέρονται σε γεώμετρικές ιδιότητες ή σχέσεις, αλλά είναι 
κυρίως προτάσεις της Λογικής (για παράδειγµα: «Τὰ τῶ αὐτῶ. ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστίν 
ἴσα», «Καὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζὸν [ἐστιν]» κλπ). 

Σήµερα, χρησιμοποιούμε κυρίως τον (μεταγενέστερο) αριστοτελικό όρο αξίωμα 
για τα αιτήματα και τις κοινές έννοιες. 

Οι προτάσεις (ότως καιτα θεωρήματα κλτι.) είναι πλέον αποφάνσεις των οποίων 
η αλήθεια συνάγεται, µε λογική διαδικασία, από τα αιτήματα Καιτις κοινές έννοιες, 
καθώς και από άλλα ἠδη αποδειχθέντα θεωρήματα. 


Στα «ποιχεία» εφαρμόζονται οἱ ακόλουθες τρείς αποδεικτικές μέθοδοι: 


Ἡ συνθετική: Κατ αυτήν, προκειµένου να αποδείξουμε µια πρόταση, χρησιμµο- 
ποιούµε τοὺς ορισμούς, τα αξιώματα και άλλες ήδη γνωστές προτάσεις (που κι αυτές, 
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µε τη σειρά τους, απορρέουν από τα αξιώματα και τους ορισμούς) και µε λογικούς 
συλλογισμούς καταλήγουμε στην πρός απόδειξη. 

Η εις άτοπον απαγωγή: Σύµφωνα μ’ αυτήν δεχόμαστε αρχικά ότι αληθεύει κά- 
ποια πρόταση αντίθετη προς αυτήν που ζητούµε να αποδείξουµε. Χρησιμοποιώντας, 
όπως πριν, τα αξιώματα και άλλες γνωστές προτάσεις καταλήγουμε σε µία πρόταση 
η οποία αντιφάσκει είτε µε κάπιοιο αξίωμα εἴτε µε κάπιοιαν άλλη πρόταση, που ἠδη 
έχει αποδειχθεί ότι αληθεύει. Η αντίφαση προκύπτει, προφανώς, επειδή ξεκινήσαμε 
από µια λαθεµένη υπόθεση και αίρεται αν δεχτούμε ότι αληθεύει η προς απόδειξη 
πρόταση. 

Η αναλυτική που βασίζεται στην εξής μεθοδολογία: Δεχόμαστε προς στιγμήν ότι 
η προς απόδειξη πρόταση Ρ είναι αληθής. Απ αυτήν συνάγουµε την αλήθεια µιας 
πρότασης ἡ µιας αλυσίδας προτάσεων. ΕΦ᾽ όσον οι τελευταίες είναι αληθείς, τότε 
προφανώς εἶναι αληθής και η αρχικἠ πρόταση Ρ, καθ’ όσον μπορούμε συνθετικά να 
αναχθούμε σ᾿ αυτήν από τις προηγούμενες. 

Μιλώντας κυριολεκτικά, πρέπει να κατατάξουµε την αναλυτική μέθοδο στις ευρε- 
τικἐς μεθόδους. Δεν χρησιµοποιείται εμφανὼς από τον Εωκλείδη, αλλά είναι βέθαιον 
ότι ορισμένες (πολύπλοκες) αποδείξεις ἐχουν προκύψει από την εφαρµογή της, του- 
λάχιστον από προγενέστερους γεωµέτρες. Παρ’ όλο που η μέθοδος ανάγεται στους 
Πυθαγορείους, συστηµατικός περί αυτἠς λόγος γίνεται στη «Φυναγωγή» του Πάτιπου, 
και έχει δημιουργήσει σηµαντικά προθλήµατα ερμηνείας. Σχετικὠς παραπέμπουµε 
και στο [26]. 


1.3 Τα αξιώματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας 


Θα διατυπώσουµε τα αξιώματα (αιτήματα) των «Φποιχείων για να κάνουµε κατόπιν 
µια σύντομη κριτική, που Όα δικαιολογήσει τις νεώτερες αναθεωρήσεις της θεμελίω- 
σηςτου Ευκλείδη. Για διευκόλυνση, 9α τα διατυπώσουµε σε µία µορφή απλούστερη 
από αυτήν που προκύπτει απόὀ την ακριθή μετάφραση της πρωτότυπης διατύὐπωσής 
τους. Για την αρχαιοελληνική µορφήτους καιτην ακριθή μετάφραση παραπέµπουµε 
στο [26]. 


Αξίωμα 1. Από ἑνα σηµείο ἀάγεται σε ένα άλλο µία ευδεία γραμμή. 

Αξίωμα 2. Κάδε πεπερασμένη ευδεία µπορεί να επεκτείνεται συνεχώς και 
ευδυγράµµως. 

Αξίωώμα 3. Μπορούμε να γράψουμε κύκβο µε οποιοδήποτε κέντρο και ο- 
ποιαδήποτε ακτίνα. 

Αξίωώμα 4. ᾿ΟΛες οι ορδές γωνίες εἶναι ἰσες. 

Αξίωμα 5. Αυ µία ευδεία, που τέμνει δύο ἀλΏβες, σχηματίζει τις ευτός και 
επί τα αυτά γωνίες µε άθροισμα μικρότερο των δύο ορθών, τότε 
οι δύο ευθείες, προεκτεινόµευες επ’ άπειρου Όα τμηδούν (συµ- 
πέσουν) και µάΛιστα προς το µέρος ὁπου βρίσκοται οι γωνίες µε 
το μικρότερο τωυ δύο ορθώυ άθροισμα. 
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Τα δύο πρώτα αξώματα φαίνονται απλά και συμφωνούν µε τη συνήθη εμπειρία. 
Το 9ο είναι Ίο λεπτό και σηµαίνει ότι δεχόμαστε πως το μήκος παραμένει αναλλοί- 
ὠτο, καθώς κινούµαστε από σηµείο σε σηµείο κατά τη χάραξη του κύκλου. Δηλαδή 
δεχόμαστε ότι η απόσταση ορίζεται µε τέτοιον τρόπο στο χώρο, ώστε να εξασφαλίζε- 
ται το αναλλοίωτό της. Το 40 αξίωμα κι αυτό φαίνεται απλό και προφανές. Αλλά αν 
μπορεί να διαπιστωθεί «πειραματικά» στο χαρτί µας, αυτό δεν σηµαίνει ότι αληθεύει 
και σε κάποιο ἀλλο σηµείο του σύμπαντος (όπως μπορεί να συμµθεί, άλλωστε, και µε 
κάθε άλλο αξίωμα). Στην πραγματικότητα, το 4ο αξίωμα αποδέχεται την ομοιογένεια 
του χώρου. Τέλος, το 5ο αξίωμα, που είναι γνωστό και ὡς αξίωμα των παραλλή- 
λων, δεν φαίνεται ούτε τόσο απλό οὖτε τόσο άμεσο ὁπῶς τα άλλα. Οφείλεται μάλλον 
αποκλειστικά στον Ευκλείδη και δεν πρέπει να περιείχετο στην προγενέστερη γεωµε- 
τρικἠ γνώση που κατέγραψε αυτός, παρ᾽ όλο που υποστήριζε ότι ήταν γνωστό στους 
Πυθαγορείους. 

Ἡ ιστορία του 5ου αξιώματος εἶναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα. Ο ιδιος ο Εωκλεί- 
δης δεν το χρησιμοποίησε παρά µετά την 28η πρόταση. Λόγω της πολυπλοκότητας 
της αρχικής του διατύπωσης, οι μεταγενέστεροι μαθηματικοί το αντιμετώπισαν µε 
κάποια αμηχανία, Υί αυτό πολλοί θεώρησαν ότι είναι απόρροια των προηγουμένων 
αξιωμάτων, συνεπώς είναι ἑνα θεώρημα. Αυτή η προσπάθεια του αναγωγής του 5ου 
αξιώματος στα άλλα άρχισε πολύ νωρίς µετά την εμφάνιση των «Σποιχείων» και συνε- 
χίστηκε μέχρι τον 199 αιώνα, οπότε τελικά αποδείχτηκε η ανεξαρτησία του [το 18658 
από τον Ειιρεηίο Βε]ίταπηί (1855-1900). 

Σημειώνουμε ότι όλες οι προτάσεις (μεταξύ αυτών και οι πρώτες 28 των «Σποιχεί- 
ὧν», που μπορούν να αποδειχθούν χωρίς τη χρήση του αξιώματος των παραλλήλων, 
συνιστούν την λεγόμενη Απόλυτη ἡ Ουδέτερη Γεωμετρία. 

Γνωρίζουμε σήµερα περί τις 28 απόπειρες απόδειξης του αξιώματος των παραλ- 
λήλων. Στην πραγματικότητα, δεν εἶναι τίποτε άλλο παρά ισοδύναμες διατυπώσεις 
του, αφού όλες ξεκινούσαν µε µια προφανή υπόθεση, ποὺ στην ουσία της συνιστού- 
σε ένα άλλο αξίωμα. Ας δούµε μερικές απ’ αυτές τις ισοδύναμες μορφές του 5ου 
αξιώματος. 


μι 


Από ἑνα σηµείο εκτός ευδείας κείµευο ἀγεται προς αυτήν µία και 

µουαδική παράβῃβηβη. 

2. ΤΟ ἀδροισμα των γωνιών ευός τριγώνου εἶναι δύο ορδὲς. 

5. Υπάρχουν ζεύγη ομοίων τριγώνωνυ. 

4. Υπάρχει ζεύγος ευδειών που ισαπέχουν η µια της ἀββης. 

Ῥ. Δοδέυτωυ τριών (διαφορετικών) σηµείωυ, υπάρχει κύὐκβος που διἑρ- 
χεται δί αυτώυ. 

6. Αν τρείς γωνίες ευὸς τειραπΛέυρου εἶναι ορδὲς, τὀτε και τ τἐέταρη 
γωνία είναι ορδή. 

7. Αυ µία ευθεία τέμνει µία απὀ δύο δοδείσες παράβᾖΆηᾖΛες ευθείες, τότε 

Οα τέμνει και την άλλη. 


Ἡ µορφή 1 εἶναι γνωστή ως αξίωμα του «ομηῃ ΡΙαγίαΙΓ (1748-1519) . Μ’ αυτήν 
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αντικαθιστούμε σήµερα το Ρο αξίωμα, αφού έτσι είναι προφανώς πιο εύχρηστο. Ἡ 
μορφή 3 οφείλεται στον οομπ ἸλαΙΗ5 (1616-1703). Άλλοι γνωστοί μαθηματικοί που 
προσπάθησαν να αποδείξουν το 5ο αξίωμα είναι ο νεοπλατωνικός Πρόκλος ο Λύκιος 
ή Διάδοχος (410-485 μ.Χ.), ο ἰοναππί ετοἰαπιο δαοοΠετί (1667-1399) (που, ὁ- 
πως Όα δούµε στη συνέχεια, μ᾽ αυτήν του την προσπάθεια ουσιαστικά έφτασε στην 
Υπερθολική Γεωμετρία) και ο Αάτίεπ-Ματίε Ιεσεπάτε (1752-1859). 


Ἡ άρνηση του Ρου αξιώματος µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους: 


α) Δεχόμαστε ὁτι απὀ σηµείο εκτὀς ευθείας ἀγουται δύο ἡή και περισσὀ- 
τερες ευδεἰες παράΆβηΛες προς τη δοδείσα. 
Β) Αρυούμαστε εξ οΛποκβήρου την ὑπαρξη της παραΠΠηβΠίας ευδειών. 


Ἡ άρνηση αυτή οδηγεί στη δηµιουργία των λεγομένων µη Εωκλειδείων Γεωμετριών. 
Ακριθέστερα, η περίπτωση α) οδηγεί στην Υπερθολική Γεωμετρία, ενὼ η β) στην 
Ελλειπτική Γεωμετρία. Και οι δύο δημιουργήθηκαν μόλις τον 1990 αιώνα και ᾱ- 
ποτελούν µια απο τις συναρπαστικότερες εξελίξεις στην ιστορία της γεωμετρίας. Θα 
επανέλθουµε σ’᾿ αυτές σε επόµενες παραγράφους. 

Πριν ασχοληθούμε µε την κριτική της αξιωματικής θεμελίωσης του Ευκλείδη, ας 
αναφέρουμε συμπληρωματικά ότι παράλληλα µε την ανάπτυξη της γεωμετρίας, που 
ακολουθεί την εμφάνιση των «Σποιχείων», έχουµε µιαν εντυπωσιακή ανάπτυξη της 
αστρονομίας και της μηχανικής, αφού και οι δύο συνδέονται στενἁ µε την πρώτη. 
Εδώ Θα πρέπει να αναφέρουμε κυρίως τον Αρίσταρχο το Σάµιο (περίπου 910-250 
π.Χ), πρόδρομο του ηλιοκεντρικού συστήµατος, ο οποίος για πρώτη φορά υπολόγισε 
(έστω και χωρίς µεγάλη ακρίθεια) τη σχέση τών αποστάσεων Ηλίου και Σελήνης ατιο 
τη Γη, τη σχέση των διαμέτρων τους κλπ., βασιζόμενος σε γεωμετρικές μεθόδους και 
µια µορφή πρωτόγονης τριγωνοµετρίας' τον Ὡρατοσθένη (περίπου 2/5 -195 τι. Χ.). 
που μέτρησε τη διάµετρο της Γης, µε εκπληκτική ακρίθεια για την εποχἠ του, χρη- 
σιμοποιώντας µιαν ευφυή μέθοδο’ τον Ίππαρχο (2ος αιώνας π.Χ), που υπολόγισε 
την απόσταση και το μέγεθος του Ηλίου και της Σελήνης, και έθαλε τις βάσεις της 
τριγωνοµετρίας!' τον Πτολεμαίο Κλαύδιο (198-180 μ.Χ), που, μεταξύ των άλλων, στο 
έργοτου «Απβωσις Επιφανείας εναφέρεται στη µελέτη προθολών για την κατασκευή 
χαρτών. 

Ιδιαιτέρως, επίσης, πρέπει να μνημονευθεί και ο Αρχιμήδης (28Υ-212 τι.Χ.), 
µεγαλοφυής μαθηματικός, φυσικός και μηχανικός. Με την έξοχη «μέθοδο της εξ- 
αυτηήσεως υπολόγισετο εµμθαδόν ποικίλων χωρίων καιτον όγκο διαφόρων σωμάτων, 
κάνοντας κατάλληλες προσεγγίσεις µέσω εµμθαδών απλών σχημάτων, θέτοντας έτσιτις 
βάσεις του Ολοκληρωτικού Λογισμού. Ο Αρχιμήδης θεωρείται η μεγαλύτερη µαθη- 
µατική και επιστημονική µορφή της αρχαιότητας και ένας από τους μεγαλύτερους 
μαθηματικούς όλων των εποχών 

Η ανάπτυξη της γεωμετρίας συνεχίστηκε µετά το Εωκλείδη καιτον Αρχιμήδη από 
τον Απολλώνιο (περίπου 260-200 τι.Χ.), που θεωρείται ὡς ο τελευταίος μεγάλος Υε- 
ὠμέτρης της ελληνιστικής περιόδου. Στο οκτάτοµο έργο του «Κώνου Τομαῦὺ μελέτησε 
την έλλειψη, την παραθολἠ και την υπερθολή, τις οποίες θεώρησε τοµές του κώνου 
µε ένα επίπεδο κατάλληλης κλίσης. Η ιδέα αυτή μπορεί να θεωρηθεί και ὡς απαρ- 
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χἠ της Προθολικής Γεὠώμετρίας (βλ. Κεφάλαιο 2), αφού οι προηγούμενες καμπύλες 
είναι προθολές (από την κορυφή του κώνου) της κυκλικἠς βάσης του στα διάφορα 
τέµνοντα επίπεδα. 

Παρά την μετέπειτα σχετική κάμψη του ελληνικού πνεύματος, η µεγάλη γεώωµε- 
τρική παράδοση συνεχίστηκε από σπουδαίους μαθηματικούς, όπως ο Νικομήδης, ο 
Διοκλής, ο Διόφαντος, ο Μενέλαος και ο Πάπιππος. 

Μετά από αυτούς και, πολύ αργότερα, µετά τον τραγικό θάνατο της Ὑπατίας 
(Ρος μ.Χ. αιώνας), τοὺυ θεωρείται και η τελευταία μαθηματικός της αρχαίας εποχής, 
επήλθε η πλήρης στασιμότητα. Ἡ αναγέννηση της γεωμετρίας άρχισε τον 16ο αιώνα 
µε την Αναλυτική Γεωμετρία του Καρτέσιου. Έκτοτε, η ανάπτυξη της γεωμετρίας 
είναι συνεχής και μαζί µε τη σύγχρονη φυσική έχει αλλάξει την αντίληψή µας για 
τον Κόσμο. 


1.4 Κριτική των «Στοιχείών» και η αξιωματική θεµε- 
λίώση του Ρ. Ηρετί 


Ἡ προσεκτική µελέτη τῶν «Στοιχείων», σε μεταγενέστερες εποχές, απεκάλυψε ότι 
ορισμένες αποδείξεις έχουν σημαντικές ατέλειες ἡ κενά, καθ᾽ όσον βασίζονται σε 
διάφορες γεωμετρικές ιδιότητες, τις οποίες ο Ευκλείδης θεώρησε αυτονόητες, χωρίς 
όµως αυτές να μπορούν να δικαιολογηθουν ούτε από τους ορισμούς καιτα αξιώματα, 
ούτε και να προκύπτουν από άλλες γνωστές προτάσεις. 

Έτσι, ας πάρουμε, για παράδειγµα, την απόδειξη της Πρότασης 1 των «Φποιχείων», 
στην οποία κατασκευάζεται ισόπλευρο τρίγὠνο µε δεδοµένη βάση ΑΒ. Η κορυφή του 
τριγώνου Θα είναι µία από τις τομές του κύκλου που γράφεται µε κέντρο το Α και 
ακτίνα ΑΒ µε τον κύκλο ἶδιας ακτίνας και κέντρου Β, όπως στο επόμενο σχήμα. 


/ 


4 


ΣΧΗΜΑ 1.1. Κατασκευή ισοπλεύρου τριγώνου. 


Πώς όµως εξασφαλίζεται αυτή η τοµή; Προφανώς, η εμπειρική κατασκευή δεν 
αρκεί. Κανένα αξίωμα δεν απαγορεύει οι κύκλοι να έχουν πολύ µικρές οπές, όπως 
Όα μπορούσε να συμµθεί στην περίπτωση της γεωμετρίας που αναφέρεται σε σηµεία 
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µε ρητές συντεταγμένες. 

Έντονη κριτική δέχονται ακόµη: η μέθοδος της τοποθέτησης (επίἰ-θεσης)) ενός 
σχήματος επί του άλλου, µε την οποίαν αποδεικνύεται η ισότητα δύο τριγώνων (βλ. 
π.χ. Πρόταση 4): η συχνή χρήση της έννοιας «μεταξύ», που δεν ορίζεται πουθενά; 
η «επ΄ άπειρον Και χωρίς όρια επέκταση µιας γραμμής! οι Ιδιότητες διαχωρισμού 
των σημείων Και των γραμμών (δηλαδή η παραδοχή ότι ένα σηµείο διαχωρίζει µια 
γραµµή σε δύο διακεκριµένα σύνολα, ενώ µία ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο 
διακεκριµένα σύνολα κλπ.). 

Εήναι αξιοσημείωτο ότι, παρά τις παρατιάνω αδυναμίες, καμιά από τις προτάσεις 
των «τοιχείων» δεν είναι λάθος (ως προς το τελικό συμπέρασμα). Όμως, χωρίς να 
μειώνεται στο ελάχιστο η αξία της εὐκλείδειας προσέγγισης, έπρεπε να διορθωθούν 
οι ατέλειές της, σύμφωνα µε της απαιτήσεις της αυστηρότητας που χαρακτηρίζει 
τα σύγχρονα μαθηματικά. Αυτό υπήρξε, περισσότερο από ποτέ, αναγκαίο µετά την 
ανακάλυψη των µη Ευκλειδείων Γεωμετριών, οπότε και έγινε εµφανέστερη η ση- 
µασία της τακτοποίησης του αξιωματικού συστήµατος κάθε γεωμετρίας. Προς την 
κατεύθυνση αυτή εργάστηκαν διακεκριμένοι μαθηματικοί, όπως ο οι] τας ΥΛΗ]ΠεΙπι 
Βἰοπατά Ὠεάεκίπα (1851-1916). ο ἄΠιδερρε Ρεαπο (1858-1932), ο Ὠανίά ΗΙρετί 
(1862-1945) και ο ἄεοτρε Ὠανίά ΒἰτκΠοῇ (1884-1944). 

Εδώ Θα αναφερθούμε µόνον στην αξιωματική θεμελίωση της Ευκλείδειας Γεωμε- 
τρία από τον ΗΙ]ροτί (βλ. {171}. επειδή το σύστημά του είναι (παρά τον μεγάλο αριθµό 
αξιωμάτων) σχετικώς απλό και κοντά στο πνεύμα του Ευκλείδη. 

Εξ αρχής ο ΗΗΡροτί θεωρεί ὡς πρωταρχικές έννοιες του συστήµατοςτις ακόλουθες 
απροσδιόριστες έννοιες: 


σηµείο, ευθεία (γραμμή). επίπεδο, κείται (βρίσκεται επί, 
μεταξύ, ισότητα/ σύμπτωση (ΚΟΠΩΓΙΙΕΠΙΖ, ΟΟΤΙΩΓΙΙΕΠΙΟΘ) 


Τα αξιώματά του χωρίζονται, ανάλογα µε το ρόλοτους, στις εξής κατηγορίες: 


Κατηγορία ἵ. Αξιώµατα σύνδεσης (ή συνοχής). 

Κατηγορία Π: Αξιώµατα διάταξης. 

Κατηγορία ΠΙ: Αξιώμµατα ισὀτητας (ΚοπαγιµθΠιΖ, οΟΠΙΟΓΙΘΤΙΟΘ). 
Κατηγορία ΠΨ: Αξίωµα της παραΏΠηβΠίας. 

Κατηγορία Ν: Αξιώµατα συνεχείας. 


Στη συνέχεια αναφέρουμε, σε ελεύθερη μετάφραση, τα αξιώματα του ΗΗροτί (βλ. 
επίση και τις σχετικες αποδόσεις των [101. [171. [96/). Ενδιαμέσως παρεμθάλλονται 
και μερικοί απαραίτητοι ορισμοί και συμθολισμοἰ. 


1. Αξιώµατα σύνδεσης 
Τα αξιώματα της κατηγορίας αυτής συνδέουν τις απροσδιόριστες έννοιες σηµείο, 
ευθεία και επίπεδο, δηλαδή καθορίζουν τις μεταξύ των σχέσεις. 


1.1 Για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία Α., Β υπάρχει πάντοτε µία ευθεία ῥ που τα 
περιέχει. Πσοδύναμη έκφραση: Από δύο διαφορετικά σηµεία διέρχεται µία ευθεία.) 
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1.2 Για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία Α, Β υπάρχει μόνον µία ευθεία τοῦ τα περιέχει. 


Ἡ μοναδική ευθεία που περιέχει τα Α., Β, κατά τα προηγούμενα αξιώματα, 
συμµθολίζεται µε {[- ΑΒΞ ΒΑ 
1.3 Κάθε ευθεία περιέχει τουλάχιστον δύο διαφορετικά σηµεία. Υπάρχουν τουλάχι- 
στον τρία διαφορετικά σηµεία που δεν βρίσκονται (κείνται) στην ίδια ευθεία. 


1.4 Τρία διαφορετικά σηµεία Α, Β, Ο, τα οποία δεν βρίσκονται όλα στην ίδια ευθεία, 
ορίζουν ένα μοναδικό επίπεδο που τα περιέχει. 


1.5 Αν δύο σηµεία Α, Β µιας ευθείας ῇ βρίσκονται σε ένα επίπεδο ΤΠ, τότε και κάθε 
άλλο σηµείο της ῥ βρίσκεται σο ΠΠ. 


1.6 Αν δύο επίπεδα έχουν ένα κοινό σηµείο, τότε έχουν ακόµη τουλάχιστον άλλο ένα 
κοινό σηµείο. 


1.7 Ὑπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα διαφορετικά σηµεία που δεν κείνται στο ἶδιο 
επίπεδο. 


Π. Αξιώµατα διάταξης 

Τα αξιώματα αυτής της κατηγορίας καθορίζουν την έννοια του μεταξύ, µέσω της 
οποίας µπορεί να εισαχθεί µια έννοια διάταξης ανάµεσα στα σηµεία µιας ευθείας, 
ενός επιπέδου ἠ του χώρου. 


Π.1 Αν ένα σηµείο Β κείται μεταξύ των σημείων Α και Ο, τότε τα Α, Β, Ο εἶναι 
διαφορετικά σηµεία της ίδιας ευθείας και το Β βρίσκεται επίσης μεταξύ των Ο και Δ. 


Π.2 Για οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία Α, Ο, υπάρχει πάντοτε τουλάχιστον ένα 
σηµείο Β, που βρίσκεται μεταξύ των Α και Ο. 


Π.3 Αν Α, Β, Ο είναι τρία διαφορετικά σηµεία της ίδιας ευθείας, τότε µόνον ένα από 
αυτά βρίσκεται μεταξύ των δύο άλλων. 


Π.4 Έστω ότι Α, Β, Ο είναι τρία διαφορετικά σηµεία που δεν βρίσκονται στην ίδια 

ευθεία, και Ρ είναι µία ευθεία που δεν περιέχει κανένα από τα προηγούμενα σηµεία. 

Αν η ὁ διέρχεται από ένα σηµείοτου (ευθυγράμμου) τμήματος ΑΒ, τότε αυτή διέρχεται 

επίσης είτε από ένα σηµείο του τμήματος ΑΦ, είτε από ένα σηµείο του τμήματος Β6. 
Το προηγούμενο αξίωμα είναι γνὠστό και ὡς αξίωμα του Ραςοᾳ (καθώς οφεί- 
λεται στον γερμανό γεωµέτρη Μοπίζ Ρ8ΘΟΠ (1845-1951)). Για τη διατύτιωσή 
του απαιτείται ο επόμενος ορισμός: Κάλούμε ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ το σύνολο 
των σημείων μεταξύ των Α και Β. Το τμήμα ΑΒ είναι το ίδιο µε το ΒΑ. 


ΠΙ. Αξιώµατα ισότητας (οοΠΡΓτιεποε) 


Ἡ κατηγορία αυτών των αξιωμάτων ορίζει την έννοια της ισότητας και κατ’ επέκτασιν 
την έννοια της κίνησης, οπότε αξιωματικοποιείται η διαδικασία της «επίθεσης», που 
χρησιµοποιείται στα «τοιχεία του Ευκλείδη. 


ΠΙ.1 Αν Α και Β είναι διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας Κ και Α’ ένα σηµείο µιας 
ευθείας ᾖ, όχι κατ ανάγκην διαφορετικής της Κ, τότε σε µία καθορισμένη πλευρά της 
Ρ από το Α΄’ υπάρχει πάντοτε ένα μοναδικό σηµείο Β’, ἐτσι ὡστε το τµήµα ΑΒ είναι 
ίσο µε το Α’Β’. 
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Το συμπέρασμα του προηγουμένου αξιώματος συµθολικά γράφεται: ΑΒ Ξ Α’Β’ 
(ή ΑΒ - Α’'Β’, ακόµη και ΑΒ - Α’Β’). Χρείαζόμαστε εδώ τους εξής ορισμούς: 
Μία ηµιευδεία (ἠ ακτίνα) απὀ το σηµείο Α πιρος το Β αποτελείται από όλα τα 
σηµεία Ο της ευθείας ΑΒ, έτσι ώστε το Α να µην είναι μεταξύ των Β και Ο. 
Επομένως, κάθε σηµείο Α µιας ευθείας Ρ ορίξει δύο ημιευθείες (της ῥ από το 
Α). µε μοναδικό κοινό σηµείοτο Α. Μία πῃευρά της { απὀ το Α αποτελείται από 
όλα τα σηµεία που βρίσκονται στην ίδια ηµιευθεία της ῥ και εἶναι διαφορετικά 
από το Α. 


ΠΙ.2 Αν ΑΒ’ Ξ ΑΒ και Α΄”Β’ Ξ ΑΒ, τότε και ΑΒ Ξ Α”Ρ’. 
Απιό το αξίωμα αυτό προκύπτει ότι η ισότητα (οοπΡΓιεΠςς) είναι σχέση ισοδυ- 
ναµίας. Συνεπὼς ισχύει (η µη αυτονόητη) σχέση ΑΒ Ξ ΑΒ 


ΠΙ.3 Υποθέτουμε ότι Α, Β είναι σηµεία µιας ευθείας Κ και Α’, Β’ σηµεία µιας ευθείας 
ΡμµεκςΞᾖἢήκ-τ θ. Δν Ο εἶναι σηµείο μεταξύ των Α, Β, καιτο Ο’ σηµείο μεταξύ των 
Α’, Β’, ἐτσι ὧστε ΑΟΞ Α’΄Ο και (ΒΞ 6ΡΒ’, τοτε είναι και ΑΒ Ξ Α’ ΡΕ’. 


Πριν τη διατύτιωση των δύο εποµμένων αξιωμάτων δίνονται οι εξής ορισμοί: Δύο 
ημµιευθείες Π και κ µε κοινή αρχή (άκρο) το σηµείο Ο, οι οποίες ανήκουν σε 
διαφορετικές ευθείες, λέμε ότι σχηματίζουν µία γωνία µε πλευρές τις Π. Κ, και 
κορυφή το Ο. Η γωνία αυτή συμµθολίξεται µε 6 (11, Κ). Αν επί της Π θεωρήσουμε 
ένα σηµείο Ρ και επί της Κ ένα σηµείο ϱ (οπότε ΠπΞ ΟΡ και κ Ο09). τότε την 
{{1, Κ) συµθολίζουµε και µε { ΡΟΟ. 

Από σχετική πρόταση (μέσω των οµάδων αξιωμάτων 1 και Π) προκύπτει ότι κά- 
δε ευθεία χωρίζει τα σηµεία του επιπέδου, στο οποίο βρίσκεται, σε δύο µέρη 
ἡ πᾖῃευρές ὡς προς αυτήν. Χωρίς να καταφύγουμµε στις τεχνικές λεπτοέρειες 
(που είναι αναγκαίες για την αυστηρή διατύπωση της πρότασης), είναι φανερόν 
ότι εδώ δικαιολογούνται πλήρως οι έννοιες του διαχωρισμού του επιπέδου σε 
δύο µέρη, τῶν πλευρών µιας ευθείας στο επίπεδο κς-.α., που χρησιμοποιούνται 
στα «πτοιχεία». Έτσι, µία γωνία χωρίζει το επίπεδο σε εσωτερικά και εξωτερι- 
κά σηµεία, όπως τα αντιλαμθανόµαστε διαισθητικά (αλλά ορίζονται µε κάθε 
αυστηρότητα στο προτεινόμενο αξιωματικό σύστημα). 

Τέλος, ένα τρίγωνο ορίζεται από τρία διαφορετικά σηµεία Α., Β, 6 καιτα ευθύ- 
γραµµα τμήματα ΑΒ, ΒΟ ΑΟ. Το συµθολίζουµε µε ΑΒΟ. 


ΠΙ.4 Υποθέτουμε ότι έ(Π, Κ) εἶναι µία γωνία ενός επιπέδου ΠΠ (µε κορυφή Ο) και ϱ’ 
ευθεία ενός επιπέδου Π΄ (όχι κατ ανάγκην διαφορετικού του Π). Θεωρούμε επίσης 
και µία καθορισμένη πλευρά του Π΄ ὡς προς την {’. Αν Π’ είναι µία ηµιευθεία της ῥ’ 
µε αρχή ένα σηµείο Ο’, τότε υπάρχει στο ΤΠ’ µια μοναδική ηµιευθεία ’ (εκ του Ο’), 
τέτοια ώστε η 2(Μ’, Κ’) να είναι ίση µε την Ζ/(1, Ι) (συµθολικά: 2 (1, ΚΚ) Ξ 2/1, Ι6)) 
και όλα τα εσωτρικά σηµεία της έ(Π’, Κ’) να βρίσκονται στην ίδια πλευρά του Π΄ ὡς 
προς την ᾖ’. 


ΠΙ.5 Αν σε δύο τρίγωνα ΑΒΟ και Α΄Β’΄Ο ισχύουν οι ισότητες ΑΒΞ Α’΄Β’, ΑΟΞ Α.Ο’ 
καιζ{ΒΑΟΞ {Β΄ Α’Ο, τότε ισχύει επίσης και η ισότητα {ΑΒΟΞ {ΑΡΟ. 
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Ιν. Αξίωµμα των παραλλήλων 


ΙΝ.1 (Αξίωμα του Ευκᾖῃείδη, µε την ισοδύναμη διατύτωση του ΡΙαγ/αΙτ) Από ένα 
σηµείο Ρ εκτός ευθείας ὁ άγεται (στο επίπεδο τιου ορίζεται από το Ρ και την ϐ) µία 
μοναδική ευθεία Κ παράλληλη προς την ῥ. 


Ν. Αξιώµατα συνεχείας 


Ψ.1 (Αξδίὠώµατου Αρχιμήδη ἡ αξίωμα της µἐτρησης) Αν ΑΒ και ΟΡ είναι δύο ευθύγραμ- 
μα τμήματα, τότε επί της ευθείας ΑΒ υτιάρχει ἑνα πεπερασμένο πλήθος σημείων Αι, 
Αο,..., Αν, ἔτσι ώστε ΑΑΙ Ξ ΑΙΔΟ Ξ ΔοΑ9Ξ:::Ξ Αν ΙΑνΞ ΟΏ καιτο Βνα βρίσκεται 
μεταξύ των Αι ι και Α:. 


7.2 (Αξίωµμα της γραμμικής πΏηρότητας) Το σύστηµα των σημείων µιας ευθείας, µε 
τις σχέσεις της διάταξης και της ισότητας, δεν µπορεί να επεκταθεί (δηλ. να του ετι- 
συνάψουµε και άλλα σηµεία) εις τρότον ὡστε να παραμένουν αληθείς οι σχέσεις που 
υφίστανται μεταξύ των στοιχείων του καθώς και οι βασικές ιδιότητες του απορρέουν 
από τα αξιώματα Ι-ΠΙ και ν.1. 


Το αξίωμα Υ.Ι (του Αρχιμήδη) και αξίωμα Ν.2 (της γραμμικής πληρότητας) 1σο- 
δυναμούν µε το αξίωμα (συυεχείας) του Ποάε]ίτια τιου έχει ως εξής: 
Για κάθε διαµέριση των σημείων µιας ευδείας σε δύο µη κευἀ σύνοβα,. τέτοια ὥστε 
κανένα σηµείοτου ευὸς να µηυ βρίσκεται μεταξύ δύο σημείων του ἆβλβου, υπάρχει 
ένα σηµείο του ευὸς συνόΏου που βρίσκεται μεταξύ οποιουδήποτε σημείου αυτού 
του συνόβου και οποιουδήποτε σημείου του ἀββου συνόβου. 


Για διάφορες προτάσεις που προκύπτουν από την εφαρµογή των παραπάνω α- 
ζιωµάτων και σχετικά σχόλια, παραπέµμπουµε επίσης και στην ελληνική μετάφραση 
του [1]. 


Το αξιωματικό σύστηµα του ΗΠρετί είναι διατυτιωµένο µε τέτοιο τρόπο, ώστε να 
μην αναφέρεται κατ’ ανάγκην στον κόσµο της συνήθους εμπειρίας, προς την οποίαν 
ήταν περισσότερο προσανατολισμένο το σύστηµα του Ευκλείδη. Έτσιτα σηµεία µττο- 
ρούν να αναφέρονται στα σηµεία της εμπειρίας, όπως µας τα διδάσκει η Ευκλείδεια 
Γεωμετρία, αλλά και στα στοιχεία ενός συνόλου, τα οποία αυθαιρέτως καλούμε έτσι. 
Το ίδιο και για τις ευθείες, ενώ η σύμπτωση ενός σηµείου και µιας ευθείας (δηλαδή 
το να κείται ἑνα σηµείο επί µιας εὐθείας ή όχι) περιγράφεται από µιαν αφηρηµέ- 
νη μαθηματική σχέση (υποσύνολο ενός κατάληλου καρτεσιανού γινομένου). Θα τα 
δούµε όλα αυτά µε περισσότερες λεπτοµέρεις στο Κεφάλαιο 2. 

Την άποψη αυτή για τη θεμελίωση της γεὠωμµετρίας κατά τρόπο γενικό και α- 
φηρημένο, δηλαδή χωρίς άµεση αναφορά στην εμπειρία, υποστηρίξει και ο Ηεπτί 
Ροϊπσατέ (1854-1912) λέγοντας ότι: (βλ. [95, σελ. 161/): 


ω Ὃι εκφράσεις «κείται επί, διέρχεται απὀ», κᾖΏπ., δευ προορίζουται να 
αυνακαβέσουν εικόνες εἶναι απΏώς συνώνυμα της Λέξης προσδιορίζω. Οι 
Λέξεις «σηµείο, ευδεία και επιπέδο» αυτὲς καδ’ εαυτὲς δευ πρέπει να προκα- 
Λούν στο πυεύµα καμία αισθητή παράσταση. Θα μπορούσαν αδιαφόὀρως να 
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αποδίδουν αυτικείµενα οποιασδήποτε φύσης, αρκεί να μπορούμε να εγκα- 
Οιδρύσουμε μεταξύ αυτών των αντικειµένωυ µιάν αντιστοιχία, τέτοια ὥστε 
σε κάδε σύστηµα δύο αυτικειµένων, που καβπούνται σηµεία, να αντιστοιχεί 
ένα απὀ τα αυτικείµευα που καβπούνται ευδείες, και ἑνα μόνου. 


ω Τοιουτοτρόπως, ο Κος Ηἰβρετί, για να το πούμε ἔτσι, προσπάδησε να 
Οέσει τα αξιώματα σε µία τἐτοια µορφή, που να μπορούν να εφαρμοστούν 
απὀ οποιονδήποτε που δευ θα αυτιῃαμθδανόταν το νόημά τους, γιατί δευ θα 
εἶχε δεί ποτε ούτε σηµεία, ούτε ευθεία, ούτε επίπεδο. 


ω. Θα μπορούμε έτσι να κατασκευάσουµε ὀβη τη γεωμετρία. δευ Όα ἐβεγα 
ακριθώς χωρίς να καταβαθαίνουµε τίποτε, αφού θα συββάδουµε τη Λογική 
αββηβουχία των προτάσεων, αΏβά το Λιγότερο χωρίς να βλέπουμε τίποτε 
σ αυτήυ. Θα μπορούσαμε υα εμπιστευθούµε τα αξιώματα σε µία Πογηκή 
μηχανή, για παράδειγµα στο «Πογικό πιάνο» του «δίαπίει) «ευοτι. και θα 
βΛέπαμµε να βγαίνει απ’ αυτὀ ὀβη η γεωμετρία. 


Το ακριθές κείµενο στα γαλλικά έχει ως εξής: 


ως 195 εχρτεςδσίοτις "θίτο φίιιό δι, Ρα5δςδεΙ ρα”, θ6ίο.. πε 5δοπί ρας ἄε- 
φίίιόες ὰ 6έυοᾳιιετ ἄες ἵπιασες; εἰίες 5οπί ςἰπιρίεπιεπί ἄες 5ιπιοπ/πιες αιι 
πιοί αάίεγππίτιεγ. Ι95 πιοίς ᾿"ροΐπί, ἁτοίίε οί ρίατι” ειιχ-πιθπιες πο ἀοϊυεπιί 
Ῥτουοαιιεί ἆαπις 1’ εδρτίί αἴιοιιπιθ τερτόδεπιίαίίοπι δετιδἰρίθ. [5 ροιιγαίετιί 
Πιαίβότεπηπιεπί ἀόδίαφπει ἄες οβ]είς α᾽ τιπε παίµγε αιιεἰοοπαιιθ, Ροµγυιι 
αιι᾿ οτι ρᾳΐ 6ίαΡίίτ επίτο οες οβ]είς ιιπε οοιγοςδροπάατιοε {εἰίε αιι’ ἃ ἰοιιί 
5υσίόπιε ἄε ἄειιχ οβ]είς αρρεὶές ροΐπί5 εογγαδροτιαϊί τιπ ἄθς οΡίείς αρ- 
ρείἰός ἁτοίίες αἱ τιπ 5ειιἰ. 


κ. Αἰπςί Μ. ΠΙΡρετί α, ῥοιι αἶπσί αίτε, εἰεγεΠό ὰ πιείίτε ἰε5 αχίοπιες 5οιι5 
τιπθ [ογπιο ἰε]ῖε αιι’ ἰἶς ριιίςςοπί θίτο αρρἰίαιιόες ρατ αιιείαιι” τιπι αιιί τι’ Θ1ι 
οοπιργεπάταίί ρας ἰε 5οπς, ῥρατοῬ αιι” ἰἱ πι αιιταῖί ]απιαίς υιι πι ροΐτπίς, πί 
ἁτοίίς, πί ρίατι. 


ω, Όπ ροιιττα αἰἶτδί οοτιδίτιίτε {οιιίε ἰα σόοπιόίτίθ, Ίθτιε αἰταὶς ῥρας ρτόοείδθ- 
πιεπί δαπς 0 τίετι οοπιργεπιάτε, ριιΐδαιι᾿ οἹι 5αἰδίτα ἰ’ επε[µαϊπεπιεπί Ιοᾳίατιε 
ἄες ρτοροςφίίίοτι5, πιαίς {οιμί αιι πιοίπς 5ατις || τίεπι υοίγ. Οπι ροιιγγαϊί οοΙ/1ΕΓ 
ἰο5 αχίοπιες ἁ τιπε πιαεΠίτε ὰ ταἰδοπιεΥ, Ρατ εχαπιρἰε αιι ᾿ρίαπο ταἰδοπιθιιΓ’ 
ἄθ οίαπίει «ευοτιδ, οί οἵι οτι υετγαίτ 5δογίίτ ἰοιιίε ἰα οόοππόίτίθ. 


1.5 Τα σύγχρονα γεωμετρικά συστήµατα 


Όπως προκύπτει απ’ όσα αναφέραμε μέχρις εδώ, ένα σύγχρονο αξιωματικό σύστηµα 
για τη θεµελίώση µιας γεωμετρίας περιέχει τα εξής στοιχεία: 
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9 Απροσδιόριστους όρους (δηλαδή µη οριζόµενες αρχικές έννοιες, ὁ- 
πως σηµείο, ευθεία κλτ.). 

Ορισμούς (όπως παραλληλία ευθειών, κύκλος, τρίγωνο κλττ.). 
Αξιώματα (όπως τα αξιώματα του Ευκλείδη, του ΗΗρετί). 

Ένα λογικό σύστηµα (όπως αυτό της Αριστοτέλειας Λογικής). 
Θεωρήματα, Προτάσεις κλπ. (που συνάγονται από τα τρία πρώτα 
στοιχεία, μεσω του λογικού συστήµατος). 


Ταυτόχρονα, πρέπει το σύστημα να ικανοποιεί και τις ακόλουθες απαιτήσεις: 


1. Να είναι συνεπές (οοηβἰδίεηί), δηλαδή να µην υπάρχουν αξιώματα ἡ Θεωώ- 
ρήματα που αντιφάσκουν μεταξύ τους. Ἡ σηµασία της συνέπειας εἶναι προφανής. 
Ποιά αξία Θα είχε ένα σύστηµα στο οποίο θα μπορούσαν να ισχύουν ταυτόχρονα ένα 
συμπέρασμα και η ἀρνησήτου; 

2. Να είναι ανεξάρτητο (Ιπάερεπάςεπ{), δηλαδή κανένα αξίωμα να µην προκύτιτει 
(αποδεικνύεται) από άλλα αξιώματα. Τέτοια αξιώματα καλούνται επίσης ανεξάρτητα. 

9. Να εἶναι πλήρες (οοπιρ]είθ), δηλαδή, για κάθε πρόταση που µπορεί να δια- 
τυπωθεί µε τους όρους και τα αξιώματα του συστήµατος, Θα πρέπει να μπορούμε να 
αποφανθούµε για την ισχύ ἠ όχι της πρότασης. Αυτό, ισοδύναμα, σηµαίνει ότι δεν 
είναι δυνατόν να προσθέσουμε στο σύστηµα κι ένα ἀλλο ανεξάρτητο αξίωμα. 


Ο άµεσος έλεγχος των παραπάνω απαιτήσεων είναι κάτι εξαιρετικά δύσκολο, αν ό- 
χι αδύνατο. Ιδιαιτέρως η δυνατότητα της πληρότητας τίθεται υπό αμµφισθήτηση πλέον, 
μετά την απόδειξη [από τον Κιατί αδάε[(1906-1978)Ι της µη πληρότητας της Αριθ- 
µητικής, αλλά και κάθε άλλου αξιωματικού συστήµατος που περιέχει αποτελέσµατα 
της στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών. 

Για τον έλεγχο της συνέπειας και ανεξαρτησίας ενός συστήµατος καταφεύγουµε 
στα (γεωμετρικά) μοντέλα. Ακριθέστερα, ένα μοντέλο για ένα (γεωμετρικό) αξιωμµατι- 
κό σύστηµα προκύπτει όταν στους απροσδιόριστους όρους του συστήµατος δώσουμε 
µια συγκεκριμένη ερμηνεία, ἐτσι ώστε τα αξιώματα να εἶναι τώρα αληθείς προτάσεις 
για τα αντικείμενα της ερμηνείας. Τα μοντέλα εἶναι μπορεί να αναφερονται είτε στον 
φυσικό κόσµο είτε σε άλλα αξιωματικά συστήµατα. 

Η ύπαρξη μοντέλου για ένα αξιωματικό σύστημα συνεπάγεται την συνέπεια του 
τελευταίου. Αυτό είναι προφανές, αρκεί να σκεφτούμε ότι η ασυνέπεια μεταξύ α- 
ζιωµάτων 9α οδηγούσε σε αντίφαση αληθών (στο μοντέλο) προτάσεων. Ομοίως και 
οποιαδήποτε αντίφαση αξιωμάτων µε θεωρήματα ή αντίφαση μεταξύ θεωρηµάτων. 
Φυσικά, αν µια πρόταση αληθεύει σε ἑνα μοντέλο, δεν σηµαίνει ότι είναι και θεώρη- 
μα του αντίστοιχου αξιωματικού συστήµατος. 

Απὶ το άλλο µέρος, η ανεξαρτησία ενός συστήµατος οδηγεί, προφανώς, στην ε- 
πιλογή του ελαχίστου αριθμού αξιωμάτων ποὺ είναι απαραίτητα. Βέθατα, όσο πιο 
λίγα εἶναι τα αξιώματα, τόσο δυσκολότερες είναι οι αποδειξεις (τουλάχιστον ενός αρ- 
χικού αριθμού βασικών προτάσεων) και τόσο μεγαλύτερος είναι ο αριθµός των προς 
απόδειξη προτάσεων. 

Μια συνήθης διαδικασία ελέγχου της ανεξαρτησίας ενός αξιωματικού συστήµατος 
(μέσω μοντέλων) είναι η εξής: Έστῶ ότι θέλουµε να ελέγξουμε την ανεξαρτησία του 
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αξιώματος ἃ στο αξιωματικό σύστημα ὁ. Θεωρούμε το αύστημα ὦ' που προκύπτει 
από ὁ, όταν στη θέση του ἅ βάλουμε την ἀρνησή του, και προσπαθούμε να κατα- 
σκευάσουµε ένα μοντέλο ΛΊ΄ για το ὁ’. Αν τώρα τα αξιώματα του ὁ' αληθεύουν στο 
ΛΊ’. τότε το ἅ είναι ανεξάρτητο. Πράγματι, αν το Χ ήταν εξηρτηµένο, 9α ήταν ένα 
θεώρημα που Θα προέκυτιτε από τα υπόλοιπα αξιώματα του ὦ, συνεπώς θα ήταν και 
µία αληθής πρόταση στο ΛΊ’, πράγµα που δεν µπορεί να συµθεί αφού στο ἶδιο το 
ΛΊ’ αληθεύει η άρνηση του Χ. Προφανώς µια τέτοια διαδικασία είναι επίπονη και Θα 
πρέπει να κατασκευαστούν τόσα μοντέλα, όσος είναι ο αριθµός των αξιωμάτων του 
συστήµατος. 

Στη συνέχεια Όα δούµε μερικά μοντέλα µη Ευκλειδείων Γεωμετριών, ενὠ στο 
Κεφάλαιο 2 Θα δούµε μοντέλα του συσχετισµένου και του προθολικού επιπέδου. 


1.6 Η Υπερθολική Γεωμετρία 


Είπαμε ττιο πάνω ότι οι µη Ευκλείδειες Γεωμετρίες, στις οποίες ανήκει η Υπερθολική 
Γεωμετρία που 9α εξετάσουμε µε συντομία εδώ. είναι δημιούργημα του 19ου αιώ- 
να. Προέκυψαν από τη συστηματική µελέτη της Εωκλείδειας Γεωμετρίας, ιδιαιτέρως 
από τις προσπάθειες απόδειξης του Ρου αξιώματος του Ευκλείδη (αξίώµµα των τια- 
ραλλήλων). Επειδή πολλά συμπεράσµα τους ἠσαν παράξενα, σε σχέση µε αυτά της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας, συνάντησαν την άρνηση. Παρά το γεγονός ότι ο φιλόσοφος 
Ι. Καπί είχε πεθάνει από το 1808, οι απόψεις του επί της γεωμετρίας εζακολουθού- 
σαν να επηρεάζουν πολλούς, εξού και η πολεμική τους κατά της νέας γεωμετρίας 
που εμφανίστηκε σχεδόν µια εικοσαετία αργότερα. 

Όπως επίσης αναφέραμε στην Παράγραφο 1.9, το ερώτημα της ανεξαρτησίας του 
ρου αξιώματος επιλύθηκε οριστικά το 18658 από τον Ε;. Βε]ίγαπ]!, οποίος κατεσκεύα- 
σε ένα μοντέλο της Υπερθολικής Γεωμετρίας (βλ. ττιο κάτω τα περί ιευδόσφαιρας). Ἡ 
σχετική διαδικασία γίνεται αυτή του περιγράφεται στην προηγούµενη παράγραφο: 
Το αξιωματικό σύστηµα ὁ’ της Υπερθολικής Γεωμετρίας προκύπτει από το σύστηµα 
της Ευκλείδειας Γεωμετρίας ὁ µε την αντίστοιχη άρνηση του 5ου αξιώματος. Για 
το ὁ, κατασκευάζεται ένα μοντέλο (ψευδόσφαιρα) στο οποίον αληθεύουν, ως θεῶ- 
ρήματα πλέον, τα αξιώματα του ὁ’, επομένως, όπως εξηγήσαµε, το 5ο αξίωμα είναι 
ανεξάρτητο. 

Ἡ κατανόηση των µη Εὐωκλειδείων Γεωμετριών (ιδιαίτερα της Ελλειπτικής) ήταν 
αρκετά δύσκολη μέχριτην ανακάλυψη μερικών απλών μοντέλων, τα οποία Όα περι- 
γράψουμε στη συνέχεια. 

Ὑπενθυμίζουμε ὅτι (βλ. σελίδα 10) η Υπερθολική Γεωμετρία προκύπτει όταν, στη 
θέση του Ρου αξιώματος, δεχτούμε ότι ισχύει το 

Υπερθολικό αξίωμα: Από σηµείο εκτὀς ευδείας ἀγονται προς αυτήν 

δύο ή περισσότερες παράββηβες, 
ενώ διατηρούνται τα υπόλοιπα τέσσερα αξιώματα της Εωκλείδειας Γεωμετρίας. Ἡ 
αλλαγή αυτή δεν επηρεάζει ολόκληρο το οικοδόµηµα της τελευταίας. Πολλές ττρο- 
τάσεις της εξακολουθούν να ισχύουν (εφ᾽ όσον δεν βασίζονται στο 5ο αξίωμα, άρα 
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αποτελούν µέρος της Απόλυτης Γεωμετρίας). Τα περισσότερα όµως συμπεράσματα 
της Εὐκλειδειας Γεωμετρίας ανατρέπονται Και οδηγούν σε περίεργα (για την ανθρώ- 
πινη εμπειρία) συμπεράσματα, όπως ότι «το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 
μικρότερο τῶν δύο ορθών», «δύο τρίγωνα µε ίσες γωνίες είναι ίσα» και πολλά άλλα. 

Θεωρούμε δημιουργούς της Υπερθολικἠς Γεωμετρίας τον Ούγγρο ὦαπος ΊΝ. Βο]- 
γαὶ (1802-1860) και τον Ρώσο ΝΙΚοΙαί Ι. Γοβασπεώδευν (1795-1856). οι οποίοι δη- 
µοσίευσαν τα αποτελέσματά τους (ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον) το 1829 και 
1832 αντίστιχα. Επίσης και ο μεγάλος μαθηματικός Κ. Ε, ααι5ς5 (1775-1855) είχε 
ανακαλύψει αυτή τη γεωμετρία πριν τις δημοσιεύσεις τῶν άλλων, όπως μαρτυρούν 
διάφορες επιστολές του, καθώς καιτα ημερολόγιά του, που είδαν το φώςτης δηµοσιό- 
τητας περίπου σαράντα χρόνια µετά τον θάνατό του. Όμως ο (4155 δεν δημοσίευσε 
τίποτε, αφ᾿ ενός μεν φοθούμµενος τις «φωνές τῶν Βοιωτών», δηλαδή τις αντιδράσεις 
αυτών που δεν 9α μπορούσαν να κατανοήσουν τη νέα γεωμετρία, αφ’ ετέρου δε λόγω 
της επιθυμίας του οι εργασίες του να εἶναι άψογες από κάθε άποψη, γι αυτό και 
οι δημοσιεύσεις του είναι λίγες, σε σχέση µε την πληθώρα των αποτελεσμάτων που 
περιέγραφε στα ημερολόγιά του. Για λεπτομέρειες σχετικές µε τη ζωή και τις ὅρα- 
στηριότητες των προηγουμένων παραπέμπουμµε π.χ. στους [7]. [101. [14] και [19]. 

Εδώ πρέπει να αναφέρουμε ότι ένας σημαντικός αριθµός αποτελεσμάτων της Υ- 
περθολικἠής Γεωμετρίας εἶχαν ανακαλυφθεί και απὀ τον Ιταλό «ῑετοαπιο «αοοπετί 
(1667-1773), σχεδόν εκατό χρόνια πριν την επίσημη εμφάνισή της. Αυτά προέκυ- 
ψαν από την προσπάθειά του να αποδείξει ότι το 5ο αξίωμα του Εωκλείδη δεν ήταν 
ανεξάρτητο! Υποθέτοντας λοιπόν το αντίθετο, κατέληξε (µέσω διαφόρων σκέψεων για 
το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου, που στο πλαίσιο της Απόλυτης Γεωμετρίας 
δεν µπορεί να υπερθαίνειτις δύο ορθές) σε συμπεράσματα ριζικά αντίθετα ατιό αυτά 
της Ευωκλείδειας Γεωμετρίας. Επειδή αυτό συνιστούσε, κατά την ἀποιή του, αντί- 
φαση (αφού μέχρι τότε ήταν εδραιωµένη η πεποίθηση ότι η Ευκλείδεια Γεωμετρία 
ήταν η μόνη δυνατή), Θα έπρεπε να δεχθεί την εξάρτηση του αξιώματος και, κατά 
συνέπεια, την ισχύ της Απόλυτης Γεωμετρίας. Κατ αυτόν τον τρόπο ο ΦασοΠοτὶ όχι 
μόνον υπέπεσε σε λογικό λάθος, αλλά έχασε και την ευκαιρία να θεωρηθεί ο πατέ- 
ρας της Υπερθολικής Γεωμετρίας, αφού τα συμπεράσματά της, στα οποία έφτασε, τα 
απέρριψε ὡς «απεχθή». 

Το πρώτο μοντέλο Υπερθολικής Γεωμετρίας αποτελεί η ιρευδόσφαιρα που τιρό- 
τεινε ο ΕἘ). Βε]ίγαπαϊ το 18668. Πρόκειται για την επιφάνεια που παράγεται από την 
περιστροφή περί τον ἀξονά της τής καμπύλης που καλείται έλκουσα και αποτελείται 
από µία ή δύο χοάνες, όπως φαίνεται Σχήµα 1.2 της επόµενης σελίδας. 

Στη Διαφορική Γεωμετρία των Επιφανειών αποδεικνύεται ότι η ψευδόσφαιρα έχει 
σταθερἠ αρυητική καμπυβότητα «ἄαιιςδς, αντίθετα από τη συνήθη σφαίρα του τριδιά- 
στατου χώρου, που έχει σταθερή θετική καμπυλότητα (για την έννοια της καμπυλό- 
τητας παραπέμπουμµε στις Σηµειώσεις µας [6]). 

Στην περίπτωση αυτού του μοντέλου θεωρούμε ως σηµεία της Υπερθολικής Γεωῶ- 
µετρίας τα σηµεία της επιφάνειας της ψευδόσφαιρας, ενώ ὡς ευθείες θεωρούμε τις 
λεγόμενες γεώδαισιακές γραµµές της ίδιας επιφάνειας. Οι τελευταίες είναι το ανά- 
λογο των εὐθειών του (Ευκλειδείου) επιπέδου για µια επιφάνεια. Ακριθέστερα, µία 
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γεωδαισιακἠή είναι η καμπύλη, η οποία έχει το μικρότερο μήκος από όλες τις καµ- 
πύλες που συνδέουν δύο σηµεία, συνεπώς μετρά την απόσταση μεταξύ σημείων της 
επιφάνειας. Οι γεὠδαισιακές της ψευδόσφαιρας εἶναι καμπύλες όπως η {και οι δύο 
καμπύλες που περνούν από το Ρ (βλ. το δεύτερο σχήμα). Στο ίδιο σχήµµα φαίνεται 
ότι από το σηµείο ΡΒ, που βρίσκεται εκτός της ᾖ, διέρχονται περισσότερες της µιας 
ευθείες που δεν τέµνουν την ὁ. 

Όμωςτο μοντέλο αυτό δεν εἶναι ἑνα πλήρες Μοντέλο της Υπερθολικής Γεωμετρίας 
µε την έννοια οτι δεν ισχύουν όλα τα αξιώματα της. 


ΣΧΗΜΑ 1.2. Όψεις της ψευδόσφατιρας (από το βιθλίο [10). 


Πράγματι, δεν ἰσχύει το αξίωμα 2, καθ᾽ όσον µια γεωδαισιακή, όπως η ϐ, δεν 
μπορεί να επεκταθεί «ομαλά πάνω από τα σηµεία επαφἠς των δύο χοανών. Με τον 
όρο ομαλά εννοούμε ότι η καμπύλη έχει εφαπτόµενες σε όλα τα σηµεία της, πράγμα 
που δεν συµθαίνει στα σηµεία επαφής των χοανών. Στα δια σηµεία η επιφάνεια 
δεν διαθέτει εφαπτόµενα επίπεδα (βλ. επίσης και [6]. Επίσης πρέπει να τονιστεί ότι 
κύκλοι όπως ο 6 του σχήματος δεν είναι γεωδαισιακές, όπως μπορεί να φανεί εκ 
πρώτης όψεως. 

Ἐτιομένως, η ψευδόσφαιρα δεν αποδεικνύει τη συνέπεια της Υπερθολικής Γεῶ- 
µετρίας. Αργότερα ο ΗΗρετί απέδειξε ότι οι επιφάνειες αρνητικής καμπυλότητας δευ 
μπορούν να δημιουργήσουν μοντέλα της Υπερθολικής Γεωμετρίας. Σε κάθε περίττω- 
ση όµως το μοντέλο του Βε]ίταπηί βοήθησε τη διάδοση της γεωμετρίας αυτής και την 
αναζήτηση ακριθέστερων μοντέλων. 


Τα πράγματα έγιναν απλούστερα µε τον δίσκο των ΚΙείπ-Βε]έταπαϊ, του εµφα- 
νίζεται στο επόμενο σχήμα. Πρόκειται για το πρώτο πραγµατικό μοντέλο της Υπερ- 
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βολικής Γεωμετρίας, που πρότειναν οι δύο αναφερόμενοι μαθηματικοί (ανεξάρτητα 
ο ένας από τον άλλον) το 1871. 


ΣΧΗΜΑ 1.3. Ο δίσκος των ΚΙείπ-Βεἰίγαπῃί (ατιό το βιθλίο [51) 


Εδώ ὡς σηµεία της Υπερθολικής Γεωμετρίας θεωρούμε τα σηµεία του εσωτερι- 
κού του δίσκου και ως ευθείες τις (ανοιχτές) χορδές, δηλαδή τις χορδές χωρίς τα 
επί της περιφερείας άκρα τους. Προφανώς, από το σηµείο Ρ του σχήματος άγονται 
άπειρες παράλληλες προς τη χορδή ΑΒ (χωρίς τα σηµεία Α, Β). Το μοντέλο αυτό 
χρησιµοποιείται επίσης για να αποδειχθεί ότι η Υπερθολικἠή Γεωμετρία είναι υποσύ- 
στηµα (Υπογεωμετρία) της Προθολικής Γεωμετρίας, για την οποίαν γίνεται λόγος στο 
επόμενο κεφάλαιο. 

Για την επαλήθευση του αξιώματος 2 εισάγεται ένας κατάλληλος τύπος για το 
μήκος ευθείας, βάσει του οποίου αποδεικνύεται ότι, καθώς προχωρούµε προς τα 
άκρα µιας χορδής, το μήκος της απειρίζεται. Οµοίως ορίζονται µε κατάλληλο τρόπο 
και οἱ γωνίες (οπότε αποδεικνύεται ότι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 
μικρότερο των 180”). 


Ένα άλλο μοντέλο Υπερθολικής Γεωμετρίας αποτελεί ο δίσκος του Ροϊπεοατό 


ΣΧΗΜΑ 1.4. Ο δίσκος του Ροϊποατέ (από το βιθλίο [10]) 
Στην περίπτωση αυτή ὡς σηµεία θεωρούμε τα σηµεία του εσωτερικού του δίσκου 
(ότως και στην προηγούµενη περίπτωση), ενώ ὡς ευθείες θεωρούμε του κύκλους 
που είναι κάθετοι στον κύκλο του δίσκου καθώς και τις διαµέτρους του πρώτου. Δυο 
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κύκλοι λέγονται κάθετοι αν έχουν κάθετες εφαπτόµενες στα σηµεία τοµής τους. Ἡ 
αξία του μοντέλου αυτού είναι ιστορικά σηµαντικἠ γιατί χρησιμοποιήθηκε για την 
απόδειξη της συνέπειας της Υπερθολικής Γεωμετρίας. Για µια λεπτομερή παρουσία- 
ση του μοντέλου του Ῥοΐποατέ και τη επαλήθευση των αξιωμάτων της Υπερθολικής 
Γεωμετρίας σ’ αυτό, παραπέμπουµε στο [10, σελ. 164-170. 


1.7 Η Ελλειπτική Γεωμετρία 


Η Ελλειπτική Γεωμετρία είναι πιο πολύπλοκη στη θεμελίωσή της και οφείλεται στον 
ἄεοτρ Επεάτίοηῃ Βεγηππατά ΕΙεΙπΒΠΠ (1826-1866). Όπως αναφέρεται στη σελιδα 
10, το είδος αυτἠς της γεωμετρίας προκύπτει όταν αρνούµαστε καθ᾽ ολοκληρίαν την 
ύτιαρξη παραλλήλων ευθειών. Όμως, αν κρατήσουμε τα αξιώματα 1, 2, 9, 4 της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας και αντικαταστήσουμε απλώς το 5ο αξίωμα της µε το 


Ελλειπτικό αξίωμα: Δύο ευδείες (γραμμμές) τέµνουται πάντοτε, 


τότε, µέσω του 2ου αξιώματος και μερικών προτάσεων που συνάγονται απ αυτό, 
καταλήγουμε στην απόδειξη της ύτιαρξης ταραλλήλων! Επομένως, για να θεμελιωθεί 
µία γεωμετρία χωρίς παράλληλες, 9α πρέπει να διατηρηθούν τα αξιώματα 1, 9, 4 της 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας, να αντικατασταθεί το Ρο αξίωμα µε το ελλειπτικό αξίωμα, 
και να αντικατασταθεί το 20 αξίωμα µε το 
Αξίωμα 2’: Ένα πεπερασμένο ευθύγραμμο τµήµα µπορεί να επεκταδεί σε 
ευδεία. Η ευδεία αυτή µπορεί να είναι χωρίς ὁρια, ὀχι όµως απαραιτήτως 
και απείρου μήκους. 

Αλλά και μ᾽ αυτήν την αλλαγή, µετά από αρκετά βήματα διαπιστώνεται και πάλι 
ότι υπάρχουν παράλληλες! Όπως δείχνει η προσεκτική έρευνα του πράγματος, για 
την επίτευξη του σκοπού µας Θα πρέπει να καταργήσουµε τη µία από τις δύο ετιό- 
µενες προτάσεις 9] και Φὸ, η κάθε µία από τις οποίες μοιραία οδηγεί στην ύπαρξη 
παραλλήλων: 

8: Μία ευθεία χωρίζει το επίπεδο. 
Ὁ»: Δύο (διαφορετικά) σηµεία ορίζουν µία µουαδική ευδεία. 


Έτσι, 
τα αξιώματα 1, 2’, 3, 4, το ελλειπτικό αξίωμα και η άρνηση της 9ι µεταυ- 
τόχρονη διατήρηση της Θο οδηγούν στην απλή ελλειπτική γεωμετρία, 
ενώ 
τα αξιώματα 1, 2’, 9, 4, το ελλειπτικό αξίωμα και η άρνηση της ο” µε 
ταυτόχρονη διατήρηση της Θι οδηγούν στην διπλή ελλειπτική γεωµε- 
τρία. 


Και στις δύο περιπτώσεις παίρνουμε µια γεωμετρία εντελώς διαφορετική από την 
Ευκλείδεια, στην οποίαν δεν ισχύει κανένα από τα συμπεράσματα της τελευταίας (σε 
αντίθεση µε την Υπερθολική Γεωμετρία που διασώζει μερικά από αυτά). 


" δηλαδή η άρνηση της μοναδικότητας, αφού ορίζεται ευθεία. κατά το αξίωμα 1. 
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Ἡ ακριθής διατύτωση ενός συνετούς συστήµατος αξιωμάτων της Ελλειπτικής 
Γεωμετρίας εἶναι πιο πολύπλοκη από την παράπανω (για χάρη της απλούστευσης) 
βασική περιγραφή. Για την πληρότητα περιγράφουµε δύο μοντέλα. Το πρώτο (Σχήµα 
1.5) αναφέρεται στην απβή Ελλειπτική Γεωμετρία 


ΣΧΗΜΑ 1.5. Μοντέλο απλἠς Ελλειπτικής Γεωμετρίας (από το βιθλίο [9]) 


Ως σηµεία της απλής Ελλειπτικής Γεωμετρίας παίρνουμε όλα τα σηµεία της επιφά- 
νειας ενός ημισφαιρίου (στον ΕυΚλειδειο χώρο Εὰ), εφ’ οσον αυτά δεν βρίσκονται εττί 
της γραμμής του ισημερινού, καθώς και όλα τα ζεύγη αντιδιαµετρικών σημείων του 
ισημερινού. Δηλαδή, ένα ζεύγος αντιδιαµετρικών σημείων του ισημερινού θεωρεί- 
ται ένα σηµείο της γεωμετρίας αυτής. Ως ευθείες θεωρούμε τους μισούς µέγιστους 
κύκλους και τον ισημερινό. Το μήκος είναι το μήκος µε την Ευκλείδεια έννοια, 
λαμθάνοντας όµως υπόψη τις προηγούμενες απαιτήσεις. Τέλος, ως μέτρον γωνίας 
παίρνουμε αυτό της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

Αντίθετα, στο μοντέλο της διπβής Ἑλλειπτικής Γεωμετρίας, που απεικονίζεται 
στο Σχήµα 1.6, θεωρούμε όλα τα σηµεία ολόκληρης της σφαιρικής επιφάνειας και 
(όλους) τους ολόκληρους µέγιστους κύκλους. Να σημειωθεί ότι οι µέγιστοι κύκλου 
της σφαίρας αποτελούν τις γεωδαισιακές της (βλ. σχετικώς τα αναφερόμενα στην 
ψευδόσφαιρα), συνεπώς υλοποιούν την απόσταση μεταξύ δύο σημείων. 


ΣΧΗΜΑ 1.5. Μοντέλο διπλής Ελλειπτικής Γεωμετρίας (από το βιθλίο [9]) 


Μέσω των προηγουμένων μοντέλων, μπορούμε να διαπιστώσουμε εύκολα μερικές 
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Κεφάλαιο 1. Ευκλείδεια και µη Ευκλείδεια Γεωμετρία 


ιδιότητες της αντίστοιχης Ελλειπτικής Γεωμετρίας. Για παράδειγµα, έχουμε: 


Απλή Ελλειπτική Διπλή Ελλειπτική 


9 Μία ευθεία δεν χωρίζει το επίπεδο 

9 Από δύο (διαφορετικά) σηµεία διέρ- 
χεται µία μοναδική ευθεία 

9 Λύο (διαφορετικές) ευθείες τέμνονται 
ακριθώς σε ένα σηµείο 

ο Όλες οι ευθείες έχουν το ίδιο μήκος 
ο ΤΟ άθροισμα των γωνιών ενός τριγώ- 
νου εἶναι μεγαλύτερο τῶν δύο ορθών 


9 Μία ευθεία χωρίζει το επίπεδο 

ο Από δύο (διαφορετικά) σηµεία διέρ- 
χεται τουλάχιστον µία ευθεία 

9 Λύο (διαφορετικές) ευθείες τέμνονται 
ακριθώς σε δύο σηµεία 

ο Όλες οι ευθείες έχουν το ίδιο μήκος 


9 Το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώ- 
νου είναι μεγαλύτερο των δύο ορθών 


Τα δύο τελευταία μοντέλα, επειδή ανήκουν στη Σφαιρική Γεωμετρία, µας κάνουν 
πολλές φορές να χρησιμοποιούμε τον τελευταίο όρο στη θέση της Ελλειττικής Γεω- 
μετρίας. Πολλές ιδιότητες των τριγώνων της Σφαιρικἠς Γεωμετρίας ἦσαν γνωστές και 
πριν την ανάπτυξη της Ελλειπτικής Γεωμετρίας και είχαν χρησιµοποιηθεί στην κατα- 
σκευή (γεωγραφικών) χαρτών. Όμως, η ερμηνεία της Σφαιρικής Γεωμετρίας ως ενός 
διδιάστατου ελλειπτικού χώρου έγινε από τον ΕΙΕΠΙΑΠΗ στην περίφημη επί Υφηγεσίᾳ 
διάλεξή του (στο Πανεπιστήµιο του αἴθπρεῃ το 1854) µε τίτλο ’Ὀψετ αίο Ηυροίπεςατι 
ιυεἰε]ιο ἄετ «θοπιαείτίθ Ζιι ατιπάο Ιίθοοτι (: Ἐπτί των υποθέσεων οι οποίες βρίσκονται 
στα θεμέλια της γεωμετρίας). 


Απιό τα προηγούμενα παραδείγματα μοντέλων της Υπερθολικής και Ελλειπτικής 
Γεωμετρίας γίνεται τώρα εντελώς κατανοητή η συνηγορεία του Ῥοϊποατέ (βλ. σελ. 
15), του µε τόση θέρμη υποστηρίζει την ἀποιψη του ΗΠρετί, ότι απροσδιόριστοι όροι 
σηµείο και ευθεία μπορούν να ἐχουν οποιαδήποτε ερμηνεία (συγκρίνατε π.χ. τα 
σηµεία της Ευκλείδειας Γεωμετρίας µε τα σηµεία της Βλλειπτικής Γεωμετρίας, τις 
ευθείες τις πρώτης µετις ευθείες του δίσκου του Ροΐπσατέ ή τους µέγιστους κύκλους 
της ἈΣφαιρικής Γεωμετρίας κλπ.). 


Κλείνοντας τα περί µη Ευκλειδείων Γεωμετριών 9α πρέπει να προσθέσουμε ότι οι 
πιο ριζοσπαστικές αντιλήψεις για τη Γεωμετρία και την έννοια του χώρου βρίσκονται 
στην προαναφερόµενη διάλεξη επί Υφηγεσίᾳ του ΕἰεΠπι8ΏΠ, ο οποίος φαντάστηκε ένα 
χώρο καμπυβωμένο, µε αυθαίρετη διάσταση, ο οποίος µόνον τοπικά (δηλ. στην Ίε- 
ριοχή του κάθε σημείου του) εἶναι ευκλείδειος. Έτσι, ο ΒΙΕΠΙΔΏΠ συνέλαθε την έννοια 
της ΠοβΠαπβΛότητας (πιαΠ/{ο]ς). η οποία είχε τεράστια σηµασία για τη σύγχρονη ε- 
ζέλιξη των μαθηματικών και της φυσικής. Ἡ Θεωρία της Σχετικότητας του ΑΙρετί 
Επδίείῃ (1878-1955) βρήκε στη γεωμετρία του ΕἰΕΠΙΑΠΠ το αναγκαίο μαθηματικό 
υπόθαθρο για τη διατύπωση και την παραπέρα µελέτη της. Στη θεωρία αυτή, μέσω 
της ταύτισης της καμπυβότητας (που είναι ιδιότητα και μέγεθος γεωμετρικό) µε τη 
βαρύτητα (που εἶναι εκδήλωση της ύλης και μέγεθος φυσικό), καταλήγουμε σε µία 
γεωμετρική ερμηνεία του µακροκόσμου. 

Ο μεγάλος στόχος της σύγχρονης έρευνας εἶναι η ενοποίηση της Θεωρίας της 
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Ἀχετικότητας (που περιγράφει τον μακρόκοσμο) µετην Κδαντική Θεωρία (που περι- 
γράφει τον µικρόκοσμο). Κυρίαρχο εργαλείο φαίνεται να είναι κι εδώ η γεωμετρία, 
ότως χρησιµοποιείται στη Θεωρία Βαδμίδος (58ι116ε {ίΠεοΙγ), στη Θεωρία τωυ Υπερ- 
χορδών (8ίτίπρ ΙΠΕΟΓΥ) κλπ. Φυσικά, είναι έξω από τα όρια αυτών τῶν σημειώσεων να 
περιγράψουμε τι ακριθώς εννοούμε σήµερα µε τον ὀρο γεωμετρία, τα μαθηματικά 
εργαλεία που χρησιμοποιεί πιά και τη σύμπλεξή της µε τους άλλους κλαδους των 
μαθηματικών. 


Όπως είναι φυσικό, η προηγουµένη σύντομη περιήγηση σε μερικές από τις ιδέ- 
ες της γεωμετρίας δεν μπορεί να εξαντλήσει τις πολυάριθµες λεπτομέρειες από τις 
συναρπαστικές κατακτήσεις, που πραγµατοποιήθηκαν στη μακραίωνη πορεία της. 
συμπληρωματικά, ο αναγνώστης μπορεί να συμµθουλευτεί, ανάμεσα σε µια πλού- 
σια βιθλιογραφία, και τις εξής πηγές: ο. Ν. Οεάετρετρ [9], Τ. 1, Εαῦετ [14|. Χ. 
Στράντζαλος [98] (για την αξιωματική μέθοδο και τη θεμελίωση της Ευκλείδειας και 
μη Ευκλείδειας Γεωμετρίας), Μ. θρίναχ [95] [για µια μετάφραση, στα Αγγλικά, της 
διάλεξης του Είεππαηπ {: Επί των υποθέσεων οι οποίες βρίσκονται στα θεμέλια της 
γεώμµετρίας). στην οποίαν περιέχονται οι αντιλήψεις του τελευταίου για τον χώρο και 
τη γεωμµετρία|]’ Η. Ροϊησατέ [99] (για ποικίλλες σκέψεις του γύρω από τη γεωμετρία. 
τα μαθηματικά και τη φυσική). Επίσης, για διάφορα ιστορικά στοιχεία, σχετικά µε 
την εξέλιξη της γεωμετρίας, τη ζωή και το έργο διαφόρων μαθηματικών, παραπέµ.- 
πουμε και στους Ε. Έ. Βε]! [7]. 35. Πο]Ηπράα]ε [158]. 1. Μιοάΐπον [251], Μ. Μπρίκα 
[27]. Ὁ. Ρἰεγροπί [92], Ὀ. ο. δίτιαϊις [99]. και]. Μ. Υαρ]οπι [411. 


Σηµείωση. Για τη συγγραφή του κεφαλαίου αυτού χρησιμοποιήθηκαν κυρίως οι 
πηγές [7]. [91. [10] και [96], όπου παραπέμπουµε για περισσότερες λεπτομέρειες. 


1.8 Ασκήσεις 


1. Να μελετηθεί η προσέγγιση του ΦαοσΠετ! (βλ. [10, σελ. 104-107). 


2. Να μελετηθούν οι λεπτομέρειες της επαλήθευσης των αξιωμάτων της ὙΥπερθολική 
Γεωμετρίας στο μοντέλο του Ροϊποατέ (βλ. [10, σελ. 164-170). 


8. Να μελετηθούν οι λεπτομέρειες της Σφαιρικής Γεωμετρίας (βλ. [10, σελ. 198-199 
και 145-162]. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 


Συσχετισµένα και 


προθολικά επίπεδα 


Η αιφυιδία ἀνοδος της συνθετικής Προδοβικής Γεωμετρί- 
ας κατάτου 17ο αιώνα εμφανἰζεταιτώρα σαυ µία καδυστε- 
ρηµένη αυαθδίωση του ελληνικού πυεύµατος... Όμως. ή- 
ταυ μόνου µε το εκκευτρυκό «Πρόχειρο Σχέδιο» (συντετµη- 
μένος τίτΆος) του Ώεδατοιιες στα 16359, που η συυδετική 
Προθοβική Γεωμετρία αυαπτύχδηκε σε νέο και αυεξάρτη- 
το κάδο της γεωµεϊρίας. 


ῬΒ. Τ. ΒΕΙΠ, [Υ., σελ. 158] 


Ν/ΣΑ ΑΠΟ ΜΙΑ ΣΥΝΤΟΜΗ εισαγωγή στη δηµιουργία της Προθολικής Γεωμετρίας, 
στις Παραγράφους 1 και 2 του κεφαλαίου παρουσιάζεται η κατά ΗΠρετί α- 
ζιωµατική θεμελίωση του συσχετισµένου και του προθοβικού επιπέδου αντιστοίχως. 


27 


28 Κεφάλαιο 2. Συσχετισµένα και προθολικά επίπεδα 


Επισημαίνονται οι βασικές διαφορές τους και συνάγονται τα πρώτα, απαραίτητα για 
την συνέχεια, συμπεράσματα. 

Ἡ Παράγραφος 3 αναφέρεται στην αρχήτου δυϊσμού. Σύμφωνα μ’ αυτή, για κάθε 
συμπέρασμα που ισχύει στο προθολικό επίπεδο, ισχύει και το δυϊκό του, χωρίς να 
χρειάζεται να γίνει η απόδειξη του τελευταίου. 

Οι στοιχειώδεις απεικουίσεις (Παράγραφος 4) εἶναι αμφιμονοσήμαντες απεικονί- 
σεις μεταξύ απλών σχηματισμών (όπως σηµειοσειρών, δεσμών ευθειών) και επιτρέ- 
πουν τη σύγκριση του πλήθους των στοιχείων των προηγουμένων σχηματισμών. 

την Παράγραφο 5 συνδέονται τα συσχετισµένα µε τα προθολικά επίπεδα. Ατιό 
ένα συσχετισµένο επίπεδο, µε την προσθήκη των ιδεατών (ἡ κατ εκδοχήν) σηµείων 
και της ιδεατής ευδείας, οδηγούμαστε σε ἑνα προθολικό επίπεδο. Αντιστρόφως. η 
αφαίρεση µιας ευθείας του προθολικού επιπέδου οδηγεί σε ἑνα συσχετισµένο επτίπε- 
δο. 

Τέλος, η Παράγραφος 6 αφιερώνεται στην έννοια του μορφισμού μεταξύ προθο- 
λικών επιπέδων. Ένας µορφισμός αποτελείται απόὀ ένα ζεύγος απεικονίσεων, του 
αντανακλούν µε κατάλληλο τρόπο τη δοµή του προθολικού επιπέδου. 


2.0 Εισαγωγή 


Ἡ Προθολική Γεωμετρία είναι µία µη Ευκλείδεια Γεωμετρία, αφού σ᾿ αυτήν δεχόµα- 
στε ότι δεν ορίζεται η έννοια της παραλληλίας. 

Όπως και η Ευωκλείδεια Γεωμετρία, έτσι και η Προθολική προέκυψε απὀ µιαν 
ανάγκη. Ανάγκη όχι πρακτική, αλλά αισθητική. Πρόκειται για την προσπάθεια να 
αποτυπτιωθούν τα αντικείμενα του τριδιάστατου χώρου στο διδιάστατο ζωγραφικό ττί- 
νακα, µε τρόπο που να δημιουργείται η αίσθηση του βάθους (προοπτική). 

Παρ᾽ όλο του η επίλυση του προηγουμένου αισθητικού προθλήµατος είχε απτα- 
σχολήσει τους αρχαίους Έλληνες ζωγράφους, Και αργότερα τους Βυζαντινούς, 9α 
λέγαμε ότι οἱ Κανόνες της προοπτικής συστηµατοποιήθηκαν κυρίως στην περίοδο 
της Αναγέννησης από καλλιτέχνες όπως οι ΕΊΙρρο Βγιπε]]εδοΠ! (19Υ/7-1446). Ρ8ο]ο 
Ὀσοε][ο (199-145). Ίεοπο Βαί{δία ΑΙΏοτί! (1404-1432). Ρίεττο ἄε Ια Έγαησςξδοα 
(1416-1492), Φαπάᾶτο ΒοΐσεΠ (1445-1510), Τεοπατᾶο ἅα ΝΠποί (1452-1519). ΑΙ- 
ῬτεοΠί Ὀὔτετ (1471-1528). ΜΙοΠειαπςε]ο Βιιοπαττοί! (1415-1564), παΠαε]Ιο δαΠ{4 
ΦαἨΖΙο (1485 -1520) κ.α. Αξίζει σχετικώς να αναφέρουμε ότι πολλοί από τους µε- 
γάλους ζωγράφους και γλύπτες της περιόδου αυτής είχαν σοθαρές γνώσεις µαθηµα- 
τικών και μηχανικής, για τούτο και οι Κανόνες της προοπτικής είχαν μαθηματικό 
υπόθαθρο και απετέλεσαν τη βάση για τη μεταγενέστερη ανάπτυξη της Προθολικής 
Γεωμετρίας σε αυτοτελή κλάδο των μαθηματικών. 

Ας δούµε, µε συντομία, τη διαδικασία αποτύπώσης των εἰκόνων στο ζωγραφικό 
πίνακα. Για ευκολία, υποθέτουμε ότι ο τελευταίος [που συμµθολίζεται µε (1) στο 
επόμενο σχήμα] είναι διαφανής (γυάλινος) και κάθετος στο οριζόντιο επίπεδο (Ε), 
επάνω στο οποίο στέκεται ο ζωγράφος. Η εικόνα ενός σημείου Ρ του επιπέδου (1) 
είναι το σηµείο Ρ’, τομή της οπτικής ακτίνας ΟΡ (αν Ο συμθολίξει τον οφθαλμό του 
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ζωγράφου) µε το επίπεδο του πίνακα (1). Παρόμοια προσδιορίζεται στον πίνακα και 
η εικόνα Κ’ οποιουδήποτε σηµείου ΓΚ του χώρου. 


Σχήµα 2.1 


Εξάλλου, από την εμπειρία µας γνωρίζουμε ότι, καθώς τα σηµεία Ρ του χώρου 
ἡ του επιπέδου (Ε) απομακρύνονται απὀ το επίπεδο (1), οι αντίστοιχες εικόνες Ρ’ 
πλησιάζουν προς την ευθεία ΑΒ (βλ. Σχήµα 2.2), που είναι η τομή του (11) µε ένα 
νοητό επίπεδο, το οποίο διέρχεται απὀ το Ο και είναι παράλληλο προς το επίπεδο 
(Ε). Ἡ ευθεία ΑΒ αποτυπώνει στον πίνακα του ζωγράφου τον οπτικό ορίζοντα, τα 
σηµεία του οποίου φαίνονται να βρίσκονται σε «άπειρη» απόσταση από τον ζωγράφο 
(«επ άπειρον» σηµεία). 


Σχήµα 2.2 
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Παρόμοια, δύο ευθείες α και β [του (Ε) ἧ του χώρου], οι οποίες είναι παράλληλες 
μεταξύ τους, αποτυπώνονται στον πίνακα σε δύο ευθείες α’ και β’ τεμνόμενες σε ἑνα 
σηµείο της γραμμής του ορίζοντα ΑΒ (βλ.το επόμενο σχήμα). 


Σχήµα 2.9 


Ἑπιομένως, στο ζωγραφικό πίνακα εμφανίζεται ἑνα άλλο είδος γεωμετρίας, στο 
οποίο δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες (εκτός από αυτές που απεικονίζουν τις 
ευθείες τις παράλληλες προς την ΟΡ, άρα και την ΑΒ’ αλλά κι αυτές θεωρούμε ότι 
τέμνονται στο άπειρο, πραγμα του φαινομενικά 9α συµθείἰ αν κάνουμε µια μικρή 
στροφή του πίνακα). 

Ἐπτίσης, όπως φαίνεται πάλι στο Σχήµα 2.9, ανατρέπονται και οἱ µετρικές ιδιό- 
τητες της Εωκλείδειας Γεωμετρίας: η απόσταση των παραλλήλων α και β φυσικά 
δεν διατηρείται στις τεμνόμµενες τιλέον εικόνες α’ και β’. Όσο προχωρούµε προς τη 
γραµµή του ορίζοντα, η απόσταση αυτή µικραίνει για να μηδενιστεί επί της ΑΒ. 

Στην επόμενη σελίδα εμφανίζονται δύο ζωγραφικοί πίνακες. Ο πρώτος, του (ἱ9- 
ναηπί Απηίοπίο Οαπα!, γνωστού και ὡς Οαπα]είίο (1697-1768), απεικονίζειτο κανάλι 
της Βενετίας. Είναι ένα τυπικό παράδειγµα ζωγραφικού πίνακα στον οποίον ακολου- 
θούνται οι κανόνες της προοπτικής. Το ύψος τῶν κτιρίων μειώνεται καθώς η ματιά 
κινείται προς τη γραµµή του ορίζοντα, ενώ οἱ πλευρές του καναλιού πλησιάζουν. 
Έτσι δημιουργείται η εντύπωση του βάθους και η αίσθηση ότι έχουµε να κάνουμε 
µε ένα τριδιάστατο αντικείµενο 

Στο δεύτερο πίνακα, που οφείλεται στον Απάγεα Μαπίερπα (1451:-1506) απει- 
κονίξεται ο νεκρός Χριστός. Εδώ ο ζωγράφος, για να προσδώσει μεγαλύτερη ὃραµατι- 
κότητα, καταργεί (ή αντιστρέφει) την προοπτικότητα. Έτσι, αντίθετα από τον συνήθη 
κανόνα της προοπτικής, τα μεγέθη αυξάνουν καθώς κινούµεθα προς την κεφαλή του 
Πησού, όπου και εστιάζεται ο Θείος πόνος. 


2.0. Εισαγωγή 
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Ένα άλλο παράδειγµα κατασκευής προοπτικών σχημάτων µας παρέχουν οι Κὠ- 
νικές τομές: αν στην κορυφή Ο ενός κώνου βρίσκεται ο οφθαλμός του ζωγράφου, 
ο κύκλος της βάσης θα αποτυπώνεται στον πίνακα (Π) σαν κύκλος, έλλειψη, τια- 
ραθολή ἡ υπερθολή, ανάλογα µε την κλίση του (11 ὡς προς το επίπεδο της βάσης 
(5). Κι εδώ διαπιστώνεται η µη διατήρησης των αποστάσεων κατά τη διαδικασία της 
προθολής [δηλαδή κατά τη διαδικασία της αποτύτιώσης της εικόνας των σημείων του 
κύκλου επί του (ΓΙ. Στο Σχήµα 2.4 απεικονίζεται, για παράδειγµα, η περίπτωση της 
έλλειψης. 


2 
ων 


Σχήµα 2.4 


την Παράγραφο 2.5 Όα δούµε µε αυστηρό τρόπο τὼὠς από το σύνηθες επίπεδο 
της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, µε την επισύναιψη των «επ άπειρον» (ή «κατ εκδοχἠν)) 
σημείων, αναγόµαστε στο επίπεδο της Προθολικής Γεωμετρίας, δηλαδή στο επίπεδο 
που μµαθηματικοποιεί το ζωγραφικό πίνακα. 

Η πλήρης µμαθημµατικοποίηση των κανόνων της προοπτικής έγινε μόλις τον 17ο 
αιώνα. Μετά την κυριαρχία της Ανάλυσης κατά τον 18ο αιώνα, άρχισε η αναγέννηση 
της γεὠμµετρίας, μέσα στην οποίαν πρωτεύουσα θέση κατέχει η Προθολική Γεώμε- 
τρία. Ἡ συστηματική ανάπτυξή της είναι ένα από τα πιο σηµαντικά μαθηματικά 
επιτεύγματα του 19ου αιώνα. 

Μετά τις τπρόδροµες εργασίες των ἀἰτατά Ώεβδατριες5 (1591-1661), ΒΙαΐδε Ῥαδοα] 
(1625-1662), ΡΠΙΗρρε ἆἄε Ια Ηίτε (1640-1718) κ.α., αποφασιστική για την εξέλιξη 
της Προθολικἠς Γεωμετρίας ήταν η συµθολήἠή των «8α8ρατ Μοηρε (1746 -181 8). ὄεαι- 
ηοίοτ Ῥοποε]εί (1788 1867), Οπατ]Ιες ΒτίαποποἨ (185 1864), Αιιδιςί Εεταίπαπά 
Μδριι5 (1790-1868), Ζασοῦ 9ἱ6ίΠπετ (1796-1865), σιιῆιι5 ΡΙἠοκετ(18501-18668) και 
Κατ] «εοτρ ΟΠτἰβήαη νοη θίαιαάί (1798-1863). Στην πορεία περίπου δύο αιώνων 
κυριάρχησαν δύο βασικές απόψεις: η συυδετική και η αυαβυτική. Ἡ πρώτη βασίξε- 
ται σε καθαρά γεωμετρικές μεθόδους, µε σηµείον εκκίνησης τα αξιώματα. Η δεύτερη 
στηρίζεται κυρίως σε αλγεθρικές μεθόδους. Μεταξύ των εκπροσώπων των δύο µεθο- 
δολογικών απόψεων σημειώθηκαν, πολλές φορές, σημαντικές αντιδικίες για το κατά 


2.1. Το συσχετισµένο επίπεδο 959 


πόσον η µία υπερτερεί της άλλης, ή κατά πόσον η γεωμετρία 9α πρέπει να είναι 
απαλλαγμένη απὀ την άλγεθρα. 

Σε μεταγενέστερη περίοδο, θεμελιώδης υπήρξεν η ιδέα να χαρακτηριστεί µία Γεω- 
μετρία απὀ την αντίστοιχη ομάδα των μετασχηματισμών που διατηρούν αναλλοίωτες 
της βασικές ιδιότητές της. Ἡ συμθολή των ΦορΏιΙ5 Τ1ε (1842-1899), Πεπτίο Ῥοί- 
πσατέ (1854-1912) και, ιδιαιτέρως, του ΟπΠτίςήαη ΕεΗχ ΚΙείπ (1849-1925) κατέχει 
πρωτεύουσα θέση. 


2.1 Το συσχετισµένο επίπεδο 


Στην παράγραφο αυτή, έχοντας ὥς «υπόδειγμα» τα αξιώματα της Ευκλείδειας Γεωμε- 
τρίας, ορίζουμε, µέσω τριών βασικών αξιωμάτων, το λεγόμενο συσχετισµένο επίπεδο. 
Με τη συμπλήρωση των αξιωμάτων του συσχετισμένου επιπέδου, έτσι ὡστε να εἶ- 
ναι δυνατή η σύγκριση, η διάταξη και η μέτρηση, οδηγούμαστε στη θεμελίωση ενός 
επιπέδου, του οποίου παράδειγµα είναιτο (σύνηθες) επίπεδο της Ευκλείδειας Γεωμµε- 
τρίας. Όμως, δεν Θα προχωρήσουμε προς την κατεύθυνση αυτή, αφού κύριος στόχος 
του κεφαλαίου είναι το προθολικό επίπεδο. Η σύντομη µελέτη του συσχετισµένου ε- 
πίπεδου γίνεται προκειµένου να αποσαφηνιστούν οι βασικές διαφορές ανάµεσα στην 
(προ)Ευκλείδεια και την Προθολική Γεωμετρία. 


Ακολουθώντας τις ιδέες του Ὁ. ΠΙ]Ῥετί [17] θεωρούμε: 
ο Ένα σύνολο Φ - 0, του οποίου τα στοιχεία καλούμε σηµεία (ροϊπίθ) και τα 
συμθολίζουµε µε κεφαλαία γράµµατα 
Ἀ Ἐ ιδ οι ΤΝ ώς 
ο Ένα σύνολο { ᾷ 0, του οποίου τα στοιχεία καλούμε ευθείες (Ηπεβ) και τα 
συμθολίζουµε µε μικρά γράµµατα 
ο ο νο ους 


ο Μία σχέση 7 μεταξύ των 4 και /{, δηλαδή Γς Φ Χ {, την οποίαν καλούμε 
σχέση σύμπτωσης ἡ ατιλώς σύμπτωση (ἰποἰάεποθ). 


Από τα προηγούμενα προκύπτει ότιτα σηµεία και οι ευθείες εἶναι έννοιες που δεν 
ορίζονται. Απλώς αποτελούν την αυθαίρετη ονομασία των στοιχείων δύο αντιστοίχων 
συνόλων. 

Όπως στη στοιχειώδη γεωμετρία, τα σηµεία και οι ευθείες διαφέρουν κατά τη 
Φύση τους. Αυτό το εκφράζουμε αυστηρά µε τη σχέση 


ῬωίΞ0. 


Ἡ σχέση της σύμπτωσης µας επιτρέπει, για ένα ζεύγος (Ρ,Ι) ε ΏΧ {, να απο- 
φανθούμε όὀτι(Ρ,Κ)ε{Ι ἠ(Ρ,Κ)ά1Τ. 
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Ο συμθολισµός 
ΡοετΓ 

αποδίδεται λεκτικά µετις (ισοδύναμες) εκφράσεις: 

--το σηµείο Ρ ανήκει (ή περιἐχεται) στην ευδεία Ἱκ, 

--το Ρ εἶναι σηµείο της Κ, 

--η ευδεία Κ διέρχεται απὀ το Ρ. 
Οι εκφράσεις αυτές προέρχονται από την αντίστοιχη σύμπτωση σημείου και ευθείας 
της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και ανταποκρίνονται στη συνήθη εμπειρία. Φυσικά, οι 
προηγούμενες εκφράσεις 9α αποδίδονταν καλλίτερα µε τον συμθολισµό Ρ ε Ἰ. Δυτό 
όµως Θα σήμαινε ότι µία ευθεία είναι σύνολο σημείων (σηµειοσειρά), γεγονός που δεν 
προκύπτει από τους πιο πάνω αφηρηµένους ορισμούς της ευθείας καιτου σημείου. 
Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται µέσω κατάλληλης ισοµορφίας, ὀπῶς 9α δείξουμε πολύ 
αργότερα (βλ. Θεώρημα 2.6.8, για την περίπτωση του προθολικού επιπέδου, που 
µας ενδιαφέρει εδω). 

Θα χρειαστούµε ακόµη και την ορολογία του επόμενου ορισμού. 
2.1.1 Ορισµός. Υποθέτουμε ότι (0, {, Γ) εἶναι µία τριάδα όπως προηγουμένως. Τρία 
ή και περισσότερα σηµεία Ρι ε 3 λέγονται συγγραµµικά (οοΙἱ!πεατ), αν υπάρχει 
ευθεία Κε 4{, τέτοια ώστε 


(Ρικ) εΙ, ἰξτ1,2,3.... 


Αναλόγως, τρείς ἡ περισσότερες εὐθείες Κι Εε {; διέρχονται από το (ή τέμνονται ἡ 
συγκλίνουν στο) ίδιο σηµείο (οοποιπτεηί Ππεβ) αν υπάρχει Ρ εΖ, τέτοιο ώστε 


(ΡΙΚ εΙ, ἰξτ1,9,8,... 


Τέλος, δύο ευθείες Ἱ, Ρε { λέγονται παράλληλες (ρατα]ε]), οπότε συµθολικά γρά- 
φουμµε ότι Ις4, αν συµθαίνει ένα από τα επόμενα: 

--είτε κ - 8, 

--είτεκ-τἔκαιδευυπάρχιρεβρ:.(Ρ, 8 εΓ5(Ρ,8. 
2.1.2 Ορισµός. Ένα συσχετισμένο επίπεδο (α/Ίπε ΡΙ4Πε) είναι µια τριάδα της 
µορφής (0, {, Γ), η οποία ικανοποιεί τα επόµενα αξιώματα: 
(ΣΕ, 1) Από δύο διαφορετικἀ σηµεία διέρχεται ακριθώὠς µία ευθεία (ή δύο διαφορετικἀ 
σηµεία ορίζουν µία µουαδική ευδεία). Σομθολικά., το αξίωμα διατυπώνεται και µε τη 
μορφή: 

ΝΡΟεΡσχθ'ιρπο] 5» [1η κεί:(Ρ,κ)ε[θ(ο,)]. 


(ΣΕ 2) (Ευκλείδειον αίτημα). Από ένα σηµείο εκτός ευδείας διέρχεται µία µουαδική 
ευδεία παράΏβηβη προς τη δοδείσα. Συµθολικἀ. 


[ν(Φ κ ερχ Ες. (Ρ κ. ἐΓ] 95 [1 1εί "(859 εἴ, κε]. 


(ΣΕ, 9) Υπάρχουν τουΏάἀχιστου τρία σηµεία. τα οποία εἶναι διαφορετικά μεταξύ τους και 
µη συγγραμμικά. 
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Το αξίωμα (ΣΕ, 2), όπως ἠδη γνωρίζουμε, οφείλεται στον «|. ΡΙαγίαίτ και αποτελεί 
ισοδύναμη διατύπωση του 5ου αιτήματος (αξιώματος) του Ευκλείδη. Ἡ διατύπωση 
του τελευταίου σε αρχαία ελληνικά βρίσκεται, για παράδειγµα στο [96|. 


2.1.3 Παραδείγματα. ]) Το επίπεδο της Στοιχειώδους (Ευκλείδειας) Γεωμετρίας εἰ- 
ναι συσχετισµένο επίπεδο. Αποτελείται από τα σηµεία κατιτις ευθείες, όπως ορίζονται 
στην Ευκλείδεια Γεωμετρία και αντιλαμθανόµαστε στην καθηµερινη εμπειρία µας, 
ενώ η 7 εἶναι η συνήθης σύμπτωση, που εδώ εκφράζεται µε τη συνολοθεωρητική 
σχέση “Ἔ” (ανήκει). Δηλαδή, 


ῷθείτ ὁ Ρεἰ. 
2) Αν θεωρήσουμε τα σύνολα 


ΜΙΑ Ρ5,6.Π], 
4 13Ξ {{Α. Β]. {Α. Ο). (ΑΔ. Ρ], {8, Ο). (8. Ρ). {ο, Ρ)} 


και ὡς 7 τη σχέση “Ε3, τότε ελέγχουμε αμέσως ότι η τριάδα (Φ, 6, Γ) είναι συσχετι- 
σµένο επίπεδο. 

Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι υπάρχουν συσχετισµένα επίπεδα µε πεπερασμένο 
πλήθος σημείων και εὐθειών, σε αντίθεση µετο επίπεδο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 


9) (Αυτιπαρἀδειγµα) Ο δίσκος των ΚΙείπ-Βειίταιη!, που αναφέραμε στη σελιδα 20. 


2.1.4 Ορισµός. Η µονοσήµαντα ορισμένη ευθεία Κ του αξιώματος (ΣΕ 1) λέγεται 
ένωση (1οίπ) των σημείων Ρ, και συμθολίξεται µε 


εΞρνο-ονοβ 
Ἡ δεύτερη ισότητα είναι προφανής συνέπεια του (ΣΕ. 1). 


ο Στο υπόλοιπο της παραγράφου θεωρούμε ότι δίνεται ένα συσχετισµένο επίπεδο 


ο να 


2.1.5 Πρόταση. Αν Α. Β, Ο είναι τρία διαφορετικά συγγραµµικά σηµεία και ᾖ η κοινή 
τους ευθεία, τότε 
ΓΞΑΝΒΕΒΞΑΝΕΟςΞΒν ο. 


Απόδειξη. Από τον Ορισµό 2.1.1 έχουµε τις σχέσεις 
(Α.θεᾖ[και(Β.θε{τ. 
Επειδή ΑΕ Β, απὀ το (ΣΕ; 1) ορίξεται και η ευθεία ΑΝ Β και ισχύουν οι σχέσεις 
(Αν Β)ε {Γ και (Β,Αν ΕΒ). 


Ἑτιοµένως, από το µονοσήμµαντο του (ΣΕ 1), προκύπτει ότι ὁ - ΑΝ Β. Με τον ἶδιο 
τρόπο αποδεικνύονται και οι άλλες ισότητες. Π 
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2.1.6 Πρόταση. Δύο διαφορετικές ευδείες Ἱς ξ έχουν το ποβΏύ ένα κοινό σηµείο, 
δηβαδή ένα σηµείο Ρ που ικανοποιείτις σχἑσεις(Ρ,)ε 1 και(ρ,βε1. 


Απόδειξη. Αν οι ευθείες ᾖς, { είναι παράλληλες (Κ//β), τότε (αφού ΚΕ ϐ) δεν υπάρχει 
κανένα κοινό σηµείο Ρ, άρα αληθεύει το συμπέρασμα. 

Αν Κ/, τότε οπωσδήποτε υπάρχει κοινό σηµείο Ρ (γιατί αλλιώς οι ευθείες 9α 
ἠσαν παράλληλες). Ας υποθέσουμε τώρα ότι υπάρχει κι ένα ἀλλο κοινό σηµείο ϱ, 
δηλαδή (Ο,]0 ε{{95(09, 8). Θα δείξουμε ότι Ρ- ϱ. Πραγματικά, αν ήταν Ρ κ Ο. τότε 
κατά το (ΣΕ, 1) ορίζεται η ευθεία Ρ ν ϱ. Απτο άλλο µέρος, επειδή τα Ρ, ϱ είναι και 
σηµεία των Κ και {, πάλι από το (ΣΕ; 1) καιτο μονοσήμαντό του, προκύπτει ότι 


κΞΡνο-υ, 


πράγµα που αντίκειται στην υπόθεση ότι Κε ὀ. Επομένως. κατ’ ανάγκην, καταλή- 
γουµε στη σχέση ΡΞ ϱ. Π 


2.1.7 Ορισµός. Αν Ἰς και Ρ εἶναι δύο µη παράλληλες διαφορετικές ευθείες, τότε το 
µονοσήµαντα ορισμένο κοινό σηµείο τους (Πρόταση 2.1.6) λέγεται τοµή (Ιπίεγθεςί- 
1ΟΠ) τῶν ᾖς, Ρ και συμµθολίζεται µε 


ΕΞΚΛΕΞΕΛΚ 


2.1.8 Πρόταση. Στο συσχετισµένο επίπεδο η παραΏ/Ληβία ορίζει µία σχἐση ισοδυνα- 
μίας. 


Απόδειξη. Ἡ αυτοπαθής και η συμμετρική ιδιότητα είναι άμεσες συνέπειες του ο- 
ρισμού. Για την απόδειξη της µεταθατικής ιδιότητας, υποθέτουμε ότι Κ/ξ και 2/πι. 
Αν Ἱς - πι, τότε έχουµε το συμπέρασμα. Αν Κ { πι, τότε αναγκαίως Κ/πι, γιατί αν 
υπήρχε κοινό σηµείο Ρ (δηλ. Ρ- Κ ΛΑ πι) 9α εἴχαμε ότι 


(5,1) εἴ, όπου κῄδ, 
(Ρ,πι) εἴ, ότου πι/(ϱ. 


Όμως (Ρ, ϐ) 6 Γ (επειδή β/Κ και {//πι). Επομένως, απὀ το σηµείο Β, που δεν βρί- 
σκεται στην ᾖ, διέρχονται δύο ευθείες παράλληλες προς αυτήν (οι Κ και πι). Το 
συμπέρασμα αυτό αντιθαίνει στο (ΣΕ; 2), άρα Κ//πι. Π 


2.1.9 Θεώρημα. Σε κάδε συσχετισµένο επίπεδο υπάρχουν τουβάχιστου τέσσερα δια- 
φορετικά σηµεία, τα οποία ανά τρία εἶναι µη συγγραμμυκά. 


Απόδειξη. Το (ΣΕ, 9) εξασφαλίζει ότι υτάρχουν τρία διαφορετικά σηµεία Α, Β, Ο, ποὺυ 
δεν είναι συγγραµµικάἀ, άρα ορίζονται οι ευθείες Αν Β και Βν Ο . Επειδή τα σηµεία 
είναι µη συγγραµµικά, ισχύει ότι(Ο, Αν Β) 6 Τ. Επομένως, κατά το (ΣΕ 2). υπάρχει 
μοναδική ευθείαδξε { µε(ο,θ ε ΙΓ και )Μ/ΑΝν Β. Παρόμοια βρίσκουμε και μιά 
πιε{,μµε(Α,πιεᾖ καιπι/Βν ο. 
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Παρατηρούμε ότι ῥ Α πι. Πραγματικά, αν ἦταν ῇ πι, τότε το Α (ως σηµείο της 
πι) Θα ανήκε και στην {, πράγµα που είναι άτοπο, αφού έχουµε ότι Ρ/Αν Β. Επίσης, 
ϱ/πι. Πραγματικά, αν ήταν {/πι, επειδή και {/Α Ν Β, 9α εἶχαμε ότι πι/Α Ν Β, 
λόγωτης συµµετρικἠς και µεταθατικής ιδιότητας της παραλληλίας. Αυτό είναι άτοπο͵, 
επειδή το Α εἶναι κοινό σηµείο των πι και ΑΝ Β. Συνεπώς, αφού οι ὁ και πι είναι 
διάφορες και µη παράλληλες, ορίζεται το μοναδικό σηµείο Ώ Ξξ ΡΛπι (βλ. Πρόταση 
2.1.6 και Ορισµό 2.1.3). 

Φτο επόμενο σχήμα απεικονίζεται, για ευκολία, η παραπάνω διαδικασία στο (συ- 
σχετισμένο) επίπεδο της Στοιχειώδους Γεωμετρίας. 


Σχήµα 2.5 


Για να ολοκληρώσουµε την απόδειξη, 9α πρέπει να δείξουµε ότι το ΓΡ είναι διαφο- 
ρετικό από τα Α, Β, Ο και δεν είναι συγγραμµικό µε οποιαδήποτε δύο απὀ αυτά. Για 
το πρώὠτο συμπέρασμα αρκεί να δείξουμε ότι Ώ - Α (παρόμοια εργαζόµαστε και για 
τα Β, Ο). Αυτό αληθεύει γιατί, αν ήταν Γ Ξ Α, τότε οι παράλληλες και διαφορετικές 
ευθείες ΑΝ Β και Ρ9α εἶχαν κοινό το σηµείο Α - Ὦ (άτοπο). 

Τέλος, ας υποθέσουμε ότιτο Γ είναι συγγραμμµικό µε δύο άλλα σηµεία, ας πούμε 
τα Α και Β. Τότε, απὀ την Πρόταση 2.1.5. έχουµε ότι η κοινή ευθεία των ΔΑ, Β, Γ 
είναι ακριθώς η ΑΝ Β. Άρα, το Ώ 9α ήταν κοινό σηµείο των και Α Ν Β (άτοπο, 
όπως προηγουμένως). Παρόμοια δείχνουμε ότι το Γ δεν είναι συγγραμµικό και µε 
οποιαδήποτε άλλα δύο σηµεία, οπότε η απόδειξη είναι πλήρης. Π 


2.1.10 Παρατηρήσεις. 1) Από το Θεώρημα 2.1.9 προκύπτει ότι το μικρότερο πιλή- 
Όος σημείων ενός συσχετισµένου επιπέδου είναι 4. Αυτό σηµαίνει ότι 

η ελαχίστη ισχύς του συσχετισµένου επιπέδου είναι 4 
και δικαιολογεί την επιλογή των τεσσάρων σημείων στο Παράδειγμα 2.1.9(2). 

2) Μία άλλη θεμελίωση του συσχετισµένου επιπέδου, µε αλγεθρικἠή γλώσσα, γί- 
νεται στη Γραμμική (ἡ Συσχετισμένη) Γεωμετρία (βλ. [3/). Εκεί, ξεκινώντας από άλλα 
αξιώματα (αλγεθρικής υφής), αποδεικνύονται, ὡς συμπεράσματα πλέον, τα αξιώματα 
της προηγούμενης θεµελίώσης. 


2.1.11 Ασκήσεις. 
1. Να αποδειχθούν οι ισχυρισμοί των Παραδειγµάτων 2.1.9(1) και 2.1.9(2). 
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2. Κάθε ευθεία του συσχετισµένου επιπέδου διαθέτει τουλάχιστον δύο διαφορετικά 
σηµεία. 


8. Από κάθε σηµείο του συσχετισµένου επιπέδου διέρχονται τουλάχιστον τρεις δια- 
Φφορετικές ευθείες. 


4. Δίνονται οι διαφορετικές ευθείες Ἰς {,πι ενός συσχετισµένου επιπέδου µε Ις/4. Αν 
η πι τέμνει τη µία από τις δύο παράλληλες ευθείες, τότε Θα τέμνει και την άλλη. 


2.2 ΤΟ προθολικό επίπεδο 


Όπως και στο συσχετισμένο επίπεδο, θεωρούμε µία τριάδα (Φ, {, Γ), ότου Ὁ και { 
είναι σύνολα διάφορα του κενού, τέτοια ώσεε ΡΩω/Ξ0,και/[ς κ. εἶναι µία 
σχέση σύμπτωσης. Τα στοιχεία των Ά και { ονομάζουμε, όπως πριν, σηµεία και 
ευθείες αντιστοίχῶς. Ἡ έννοια της συγγραµµικότητας σημείων και της σύγκλισης 
ευθειών εἶναι όπως στον Ορισµό 2.1.2. 


2.2.1 Ορισµός. Ένα προθολικό επίπεδο (ρτο]εοίίνε ρἰαπε) εἶναι µία τριάδα 
(Φ, {, 1), τιου ικανοποιεί τα επόμενα αξιώματα: 

(ΠΕ 1) Για οποιαδήποτε σηµείαΡ,ο εσθ,µεΡ- Ο. υπἀρχειακριδὠςμίαευδείαβε-τ, 
τέτοια ὡὠστε(Ρ,{ϐε{Γθ(ς,ῆ. 

(ΠΕ 2) Για οποιεσδήποτε ευδείες κ.ε {, µε] - Θ, υπάρχει σηµείο Ρ ΕΤ, τἐτοιο ὥστε 
(1) ε{5(Ρ,β. 

(ΠΕ 9) Υπάρχουν τουβάχιστου τέσσερα σηµεία διαφορετικά μεταξύ τους, τα οποία εἶναι 
ανά τρία µη συγγραμμµικάἀ. 


2.2.2 Παρατηρήσεις. 1) Απότο (ΠΕ 1) βλέπουμε ὅτι υπάρχει µία μοναδική ευθεία, 
η οποία διέρχεται (ή περιέχει, ἡ ορίζεται) από δύο διαφορετικά σηµεία. Επιοµένως, 
το (ΠΕ 1) συμπίπτει µε το (ΣΕ 1). Αντιθέτως, απὀ το (ΠΕ 2) προκύπτει ότι δύο 
οποιεσδήτιοτε διαφορετικές ευθείες έχουν πάντοτε κοινό σηµείο. Επομένως: 


Στο προθολικό επίπεδο δεν υπάρχει έννοια παραλληλίας. 


2) Όπως και στο συσχετισµένο επίπεδο, τη µονοσήματα ορισμένη ευθεία ἔ του 
(ΠΕ; 1) ονομάζουμε ένωση των Ρ, 9 καιτη συμθολίζουµε µε 


1ΞΡνο- Ον Ρ. 


9) Επίσης, όπως Θα δείξουμε στην παρακάτω Πρόταση 2.2.4, και το κοινό ση- 
µείο Ρ του (ΠΕ, 2) είναι µονοσήµαντα ορισμένο. Το καλούμε τομή των Ἱ. ῇ και το 
συμµθολίζουµε µε 

ΕΞΚΛΕΞΑΡΛΙΕ 
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2.2.3 Παραδείγματα. 1) Θεωρούμε τα σύνολα: 


4 Ξ- (Α 1... 7}, 
, .Ξ- {έι -. {Αι, Δο, Α5), δο -- {Αι. ΑΙ. Ας), ἔ τε {Αι, Ας, Α7), 
4 -- {Αο, ΑΙ. Α7). [5 . {Αο, Ας, ΑΦ). ἐς -- {Αα ΑΙ. ΑΡ). {7 -- {Α., Ας, Αγ)} 


καιτη σύμπτωση 7 που ορίζει η συνολοθεωρητική σχέση ΄ε”. 

Είναι πολύ εὐκολο να διαπιστώσουμε ότι η τριάδα (6, {, ε) εἶναι προθολικό ε- 
πίπεδο. Το επίπεδο αυτό λέγεται και προθολικό επίπεδο των επτά σηµείων και 
αποτελεί παράδειγµα προθολικού επιπέδου µε πεπερασμένο τιλήθος σημείων (και 
ευθειών). 

Όπως θα δείξουμε αρκετά πτιο κάτω [βλ. Παρατήρηση 2.4.9(2)! η ελαχίστη ισχύς 
του προθοῄΠικού επιπἑδου εἶναι 7. Αυτό δικαιολογεί και την επιλογή των 7 σημείων 
του προηγουμένου παραδείγματος. 

Μερικούς τρόπους απεικόνισης (στο ευκλείδειο επίπεδο!) των σηµείων Και των 
ευθειών του παραδείγματος παρουσιάζονται στα παρακάτω σχήματα. 


ΛΙ ΑΙ 


Α4 Ας Α7 Α: Ας Α;7 


(α) (β) 
Σχήµα 2.6 


Ας σημειωθεί ότι οι εὐθείες των σχημάτων (συνεχείς και διακεκομμένες) δεν έχουν 
καμιά σχέση µε τις συνήθεις ευθείες του ευκλειδείου επιπέδου, αλλά σχεδιάζονται 
για να υποδηλώσουν τις αντίστοιχες τριάδες σημείων, οι οποίες ορίζουν τις ευθείες 
του παραπάνω προθολικού επιπέδου. 

Ἡ σύμπτωση των σημείων και εὐθειών του ιδίου παραδείγματος περιγράφεται και 
στον πίνακα της επόµενης σελίδας, του οποίου η ερμηνεία είναι προφανής. Τέτοιοι 
πίνακες είναι ιδιαιτέρως χρήσιμοι, όταν θέλουμε να περιγράψουμε τη σχέση της 
σύμπτωσης προθολικώὠν επιπέδων µε σχετικὠς µεγάλο (αλλά πεπερασμένο) πλήθος 
σημείων και ευθειών. 
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κών 


2) Στο διανυσματικό (γραμμικό) χώρο Εξ ορίζουμε τα σύνολα: 
φρ:Ξ{Ρ80ς λὸ : ἀπιῦ Ξ 1], 
{1Ξ{εςν « Κὸ : ἀῑπιν' - 9], 


όπου 0’ «Εξ σηµαίνει ότι ο [/ είναι γραμµικός υπόχωρος του Εὖ (παρόμοια και για 
τον ἵ’΄ «Ἐδ). Επίσης, ορίζουµε τη σχέση σύµπιωσης {Γς ΏΧ {µε 


ΡθΘεΓΘδΟςΝ αν ΡΞ10 και ἰΞἵ. 


Ελέγχουμε αµέσως ότιτο (ώ, {, Γ) αποτελεί προθολικό επίπεδο, που ονομάζεται 
πραγµατικό προθολικό επίπεδο διάστασης 2 και συµθολίζεται µε Ῥὸ. 

Είναι φανερόν ότι τα σηµεία του Ῥὸο είναι ακριθώς οι ευθείες του Ελ, οι οποίες 
διέρχονται από το 0 Ξ (0,0,0), ενώ οι ευθείες του Ῥὸ είναι ακριθώς τα επίπεδα του 
Εθ, που διέρχονται επίσης από το 0. 


Σχήµα 2.7 


9 Τα δύο προηγούμενα παραδείγματα αποτελούν µουτέβα προθολικών επιπέδων (το 
πρώτο µε πεπερασμένο πλήθος σημείων και ευθειών, το δεύτερο µε άπειρο πλήθος). 
Εδώ οι απροσδιόριστοι όροι (σηµεία και ευθείες) αποκτούν συγκεκριμένη υπόστα- 
ση (δυάδες/ τριάδες στοιχείων, γραμμµικοί υπόχωροι του Εξ κλπ.), µέσω της οποίας 
επαληθεύουµε την ισχύ των αξιωμάτων (ΠΕ 1) -(ΠΕ 53). 


Ας δούµε τώρα μερικές άµεσες συνέπειες των αξιωμάτων ενός προθολικού επιπέ- 
δου (02, {, Τ). 
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2.2.4 Πρόταση. Το σηµείο Ρ του αξιώματος (ΠΕ 2) εἶναι µουοσήµαντα ορισμένο. 


Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει Κι ἑνα ἆλλο σηµείο, τέτοιο ώστε ϱ « Ρ µε 
(0Ο, Ι) ε 1 95 (09,8). Τότε, επειδή τα Β, Θ είναι σηµεία των Κ και {, απὀ το (ΠΕ 1) 
προκύπτει ότι 

κΞΡνο- ν, 
που είναι άτοπο, επειδή έχουµε υτιοθέσει ότι Κ{ 6. Π 


2.2.5 Πρόταση. Αν Α., Β, Ο εἶναι συγγραµικά σηµεία ευός προθοΛικού επιπέδου, 
διαφορετικά μεταξύ τους. και ἓ η κοινή ευδεία που τα περιἑχει, τότε 


ΓΞΑνΝνΝΒΞΒνΝνΟΞΑνοΟ. 
Απόδειξη. Ἡ ίδια µε την απόδειξη της Πρότασης 2.1.5. Π 


2.2.6 Πρόταση. Κάδε ευδεία ευός προθοβικού επιπέδου περιέχει τουβἀχιστου τρία 
διαφορετικἀ σηµεία. 


Απόδειξη. Έστω ὃἓ µία οποιαδήποτε ευθεία του προθολικού επιπέδου. Σύµφωνα µε 
το (ΠΕ 9), υπάρχουν τέσσερα σηµεία που είναι μεταξύ τους διαφορετικά και ανά τρία 
μη συγγραμµικἀ. Ας τα Κκαλέσουμµε Α. Β, Ο, Β. και ας υποθέσουμε τπιρώτα ότι καυένα 
απ’ αυτά δευ ανήκει στην 0. Ορίζουµετις ευθείες ΑΝ Β. ΑΝ Ο και ΑΝ ΓὮ, οι οποίες 
είναι μεταξύ τους διαφορετικές [: αν δύο απ’ αυτές συνέπιπταν, 9α είχαμε ότι τρία 
από τα παραπάνω σηµεία Όα ἦσαν συγγραμµικά (άτοττιο)|. Ἑπιίσης οι ίδιες ευθείες 
είναι διαφορετικές από την { [: αν ήταν, π.χ., ΑΝ Β - Ρβ,τότε(Α, ϐ) ε 1 (ἀτοπο)|. 


Α 
σ 
( Χ Υ Ζ 
12 
β 
Σχήµα 2.8 


Ἐτιομένως, ορίζονται µονοσήµαντα τα σηµεία (της ϱ{) 
ΧΞΛΛ(ΑνΒ), ΥΞΛΛ(Αν Ο, 2ΖΞξΛ/Λ(ΑνΓΡ). 
Παρατηρούμε ότι ἅ «ΥΕ ΖΧ. Πραγματικά, αν ήταν, π.χ., Χ Ξ Υ, τότε 
ΑΝΕΞΑΝΥΝΧΞΑΝΥΞΑΝΟ, 


(βλ. Πρόταση 2.2.5) του είναι άτοπο, αφού δείξαµεότιΑν ΒΑΝ ο. 

Αν υποθέσουμε ότι ένα ή δύο σηµεία απότα Α, Β, Ο, Ώ ανήκουν στην {, τότε αρκεί 
να εζασφαλίσουµε αντιστοίχως την ύπαρζη ακόµη δύο ή ενός σημείων, ακολουθώντας 
παρόμοια διαδικασία. Π 
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2.2.7 Πρόταση. Κάδε προθοβικὀ επίπεδο έχει τουβάχιστου τἐσσερις διαφορετικές 
ευδείες, οι οποίες αυάἁ τρεις δευ διέρχουται απὀ το ἰδιο σηµείο. 


Απόδειξη. Θεωρούμε τα τέσσερα σηµεία Α. Β, Ο, Ώτου αξιώματος (ΠΕ, 3). Ορίζουµε 
τις ευθείες Αν Β, Βν ο, Ον Ώ και Ὦ ν Α. Βλέπουμε αμέσως ότι είναι διαφορετικές 
μεταξύ τους [: αλλιώς 9α βρίσκαµε τριάδες συγγραμµικών σηµείων από τα Α. Β. Ο. 
Ὦ (ἀτοπο)]. 

Οι προηγούμενες ευθείες δεν διέρχονται ανά τρεις από το ἰδιο σηµείο. Πραγ- 
µατικά, ας υποθέσουμε, για παράδειγµα, ότι υπάρχει σηµείο Ο ε 4 από το οποίο 
διέρχονταιοι Αν Β,. Βν «και Ον Ὀ. Τότε, λόγω του μονοσήμµαντου της τομής των 
διαφορετικών ευθειών ΑΝ Β και Βν Ο, Θα ήταν Β Ξ Ο. Αναλόγως, απὀτις Βν ο 
και Ον Β, Θα ήταν και ϱ Ξ Ο, οπότε θα καταλήγαµε στο άτοπο συμπέρασμα ότι 
ο οδ Π 


2.2.8 Πρόταση. Από κάδε σηµείο Ο ευὀς προθοβικού επιπἑδου διέρχονται τουΏάχι- 
στου τρεις διαφορετικές ευθείες. 


Απόδειξη. Σύμφωνα µε την προηγούµενη Πρόταση. υπάρχουν τέσσερις ευθείες Ἱς, ῥ, 
πι, π, οι οποίες είναι διάφορες μεταξύ τους και ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο 
σημείο. 


Σχήµα 2.9 


Ας υποθέσουμε πρώτα ότι καμία απ’ αυτές δεν διέρχεται απόὀ το Ο. Τότε ορίζονται 
τασηµείαΡΞΚΛΙ,ΘΞ κΚΛπικαιΚ- ΚΛπ(βλ. Σχήµα 2.9), του είναι διαφορετικά 
μεταξύ τους [: αν δύο απ’ αυτά συνέπιπταν, τότε τρεις από τις παραπάνω ευθείες Θα 
διέρχονταν από το ἶδιο σηµείο (άτοπο)|. 

Ἠπίσης, τα προηγούμενα σηµεία δεν συμπίπτουν µε το Ο [: αν, για παράδειγµα, 
Ο Ξ Ρ, τότετο Ο ὃα ανήκε στην Κ (άτοτιο)|. Ετιομένως, ορίζονται µονοσήµαντα οι 
ευθείες 

ΧΞΟΝΡ υ-ονο. 2-οΟν κ. 
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Παρατηρούμεότιχ 27 κ: αν, π.χ.. ἦταν χ- ὐ. τότε 
ΕΞΕΚΑΧΞΚΑΗΞΕΑΟ, 


που είναι άτοπο, αφού δείξαµε ότι ΡΕ Ο. 

Αν τώρα υποθέσουμε ότι ατιό το Ο διέρχονται µία ή δύο από τις ευθείες Ἱκ, ᾖ, πι, 
π, τότε αρκεί να εξασφαλίσουµε ότι διέρχονται ακόµη δύο ή µία ευθείες αντιστοίχως, 
εφαρμόζοντας ακριθώς την προηγούµενη διαδικασία. Π 


2.2.9 Ασκήσεις. 

1. Έστω ότι µία τριάδα (6, {,, Γ) ικανοποιεί τα αξιώματα: 

(ΠΕ 1)Αν ΡΟ εΦ µε ΡΟ, τότε υπάρχει ευθεία κ ε {, τέτοια ὡστε(Ρ,ί) ε {95 
(ο. κ). 

(ΠΕ 2’ Αν κε { µε κ - β, τότε υπάρχει ακριθώς ένα σηµείο Ρ ε 1, τέτοιο ὡστε 
ΦΨ 1 ε{Γθ(9, κ). 

(ΠΕ. 9’) Ξ/(ΠΕ 3). 


α) Να αποδειχθεί ότι η Κ του (ΠΕ 1’) είναι µονοσήμαντα ορισμένη. 
β) Τί συμπέρασμα προκύπτει για την τριάδα (Φ, {, Γ): 


2. Σε κἀθε προθολικό επίπεδο υπάρχει ευθεία ῇ και σηµείο Ρ µε την ιδιότητα: 
(9,8) έ 1. Ισχύει το ίδιο συμπέρασμα και σ’ ένα συσχετισμένο επίπεδο; 


3. Δίνεται µία ευθεία Ρ ενός προθολικού επιπέδου. Τότε υπάρχει σηµείοΡ µε(Ρ,8) 6 
Γ. Αναλόγως, αν δίνεταιτο Ρ, υπάρχει ευθεία ὁ µε την ίδια ιδιότητα, όπως προηγου- 
μένως. 


4. Αν κ και Ρ εἶναι δύο διαφορετικές ευθείες ενός προθολικού επιπέδου, τότε υπάρ- 
χει ένα σηµείο του επιπέδου, που δεν ανήκει σε καμία από τις ευθείες αυτές. Να 
αποδειχθεί το ανάλογο του συσχετισµένου επιπέδου. 


5. Έστω - Ξ ((κ,υ,2) εἷὃ : χκὸ ει’ «22 Ξ 1) η μοναδιαία σφαίρα του Εξ µε κέντρο 
το 0 Ξ (0,0,0). Για κάθε αΞξ (αχ, υ, 2) εδ’, συµθολίζουµε µε --αΞ (--κ, --ὺ, --2) το 
αντιδιαμετρικό του σηµείο. Θεωρούμε τα σύνολα 


το [ῬΞ(α,--α)αε οὐ], 
ως [8ι [5] μέγιστος κύκλος της 5] 
Αν Γ είναι η σχέση σύμπτωσης που ορίζεται µε την ισοδυναμία 
(Ρ,51)εΙ δ (α.α)ςείβδ, αν Ρ-ία,-α), 


τότε η τριάδα (6, {, Γ) αποτελεί προθολικό επίπεδο. Πώς συνδέεται το τελευταίο µε 
το Ῥο; 
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2.3 Ἡ αρχή του δυϊσμού 


Συγκρίνοντας τις Προτάσεις 2.2.6 και 2.2.8, βλέπουμε ότι η µία προκύπτει από την 
άλλη, αν εναλλάξουµετις έννοιες σηµείο, ευθεία, ανήκει (περιέχεται) αντιστοίχως µε 
τις έννοιες ευθεία, σηµείο, διέρχεται. 


Σημείο Ευθεία ανήκει (περιέχεται) 
ἘΕυθεία Σημείο διέρχεται 
Σχήµα 2.10 


Το ἰδιο διαπιστώνουμε συγκρίνοντας και τις αποδείξεις των ιδίων προτάσεων καθώς 
επίσης και το αξίωμα (ΠΕ, 9) µετην Πρόταση 2.2.1. 

Στις περιπτώσεις αυτές λέμε ότι η Πρόταση 2.2.8 είναι δυϊκή (ἀια]) της 2.2.6 
και αντιστρόφως. Οµοίως και η Πρόταση 2.2.7 εἶναι ένα συμπέρασμα δυϊκό του 
αξιώματος (ΠΕ 9). 

Όπως Θα δείξουμε στη συνέχεια, στην Προθολική Γεωμετρία ισχύει η αρχή του 
δυϊσμού (ρτὶποἰίρ]ε οἱ ἁιαμίψ). σύμφωνα µε την οποία, για κάθε συμπέρασμα που ι- 
σχύει (αληθεύει) στο προθολικό επίπεδο, ισχύει ταυτόχρονα καιτο δυϊκότου, δηλαδή 
αυτό που προκύπτει µε την παραπάνω εναλλαγή (βλ. και Σχήµα 2.10). 

Την πατρότητα της αρχἠς αυτής διεκδίκησαν οι γεωμέτρες «|. Ψ. Ροποε]εί (1788 - 
1867) και ο. Ὦ. ἄετροπηε (1771-1859), τράγµα που τους οδήγησε σε µία µα- 
κροχρόνια και Θλιθερή διαμάχη, ίσως χειρότερη από αυτήν μεταξύ των Ι. Νανγίοη 
(1642-1231) και α. Ν. ΠεϊρηϊΖ (1646-1116) για την πατρότητα του Διαφορικού 
Λογισμού. 

Για την απόδειξη της αρχής του δυϊσμού θεωρούμε ένα προθολικό επίπεδο (0, {, 
2) καιτην τριάδα 


ο να. Ὅπαα Ὁ 5 δι ο Ἔσ 
και η 7” ορίζεται ως εξής: για ένα (Ρ”, ϱ) εὔ” Χ /{” 9α είναι 
(ρ. ) εΤ 5δ (Ο,κ)εἴ, 


ανΡ'ΞκΚκαι/Ξο0,.με(ο,Ι)εβρκχ-4. 
Δηλαδή, η τριάδα (03, Ε”, Γ3) έχει προκύψει από το αρχικό προθολικό επίπεδο 
με την εναλλαγή που περιγράψαµε πιο πάνω. 


2.9.1 Πρόταση. Η τριάδα (Φ”, {”, Γ3) αποτεβεί προθοβικὀ επίπεδο, το οποίου καβεί- 
ται δυϊκό του (0, {, Τ). 
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι ισχύουν τα αξιώματα (ΠΕ; 1) -- (ΠΕ, 8). Για την απόδειξη 
του (ΠΕ; 1) θεωρούμε τα Ρ",9’ εσὔθ' µε Ρ'  Ο’. Ἐπομένως, Θα υπάρχουν ευθείες 
Κ.πιε { µε Κ- πι και τέτοιες ώστε Ρ' Ξξ Κ και ϱ' - πι. Άρα, κατά το (ΠΕ 2) και 
την Πρόταση 2.2.4, ορίζεται µονοσήμαντα το σηµείο κ ΛΑ πι. Θέτοντας {' -Ξ Κλ πι, 
παρατηρούμε ότι 


(λπιίθεί 5δ (Ρ',!) ετ", 
(αλπιπιεί 5 (ϱ., ϱ) ετ'. 


Ἐπομένως, η ϱ" είναι ευθεία του {Γ΄ που περιέχει τα Ρ' και ϱ’. Η ϱ" εἶναι και η 
μοναδική µε αυτήν την ιδιότητα, γιατί αν υπήρχεκαιµιαχΞξ Χε {" µετην ίδια 
ιδιότητα, τότε 


(Ρ' χ) ετ' 5 (Χ.Κ) εἴ, 
(ϱ', κ) εΓ ο (Χ,νπιετ, 


οπότε Όα είχαμε ότι ἅ - ΚΛπι(εφ᾽ όσον Κ πι), δηλαδή αχ” - ". 

Για το (ΠΕ 2), αναλόγως προς τα προηγούμενα, θεωρούμε τις διαφορετικές ευ- 
θείες κ”, ε {". Μτορούµε να θέσουμε Κ΄ Ξ ϱ και ['Ξ Κίµε ϱ -Ε Ι). Επομένως, 
κατά το (ΠΕ, 1) για το επίπεδο (ύΦ, {, Γ). ορίξταιηΘΝνΚΕ «{Γ,οπόετορ ΞοΟονκ 
είναι το (μοναδικό) κοινό σηµείο των κ”, Ρ'. 

Τέλος, για το (ΠΕ; 9) παρατηρούμε τα εξής. Σύμφωνα µε την Πρόταση 2.2.1, 
υπάρχουν ευθείες κιε/{ (ἰΞ-1,...,48) οι οποίες είναι διαφορετικές μεταξύ τους και 
ανά τρεις δεν διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Επομένως, θέτοντας Β; - Κι, βρίσκουμε 
τέσσερα διαφορετικά σηµεία του 6’. Τα σηµεία αυτά δεν βρίσκονται ανά τρία σε 
κοινή ευθεία. Πραγματικά, αν υπήρχε ευθεία ϱ' ε {” που να περιείχε τρία εξ αυτών, 
τότε οι αντίστοιχες ευθείες ; Θα διέρχονταν από ένα κοινό σηµείο του Φ, αυτό που 
ορίζει η { (άτοπο). Άρα ισχύει καιτο (ΠΕ 9). Π 


Από την προηγούµενη απόδειξη γίνεται φανερόν ότι τα αξιώματα του προθολικού 
επιπέδου (ύΦ”, {”, Γ3) είναι ουσιαστικά δυϊκές εκφράσεις των αξιωμάτων του αρχικού 
επιπέδου (0, 6, Τ). 


2.9.2 Λήμμα. Υποδέτουμµε ότι 5 εἶναι µία πρὀταση που ισχύει σε ένα προθοῄΛικό επἰ- 
πεδο. Τότε η δυϊκή πρὀταση 5’ ισχύει στο δυϊκό επίπεδο (Φ”, {”, 3). 


Απόδειξη. Αφού η 5 ισχύει στο (6, {, Γ) σηµαίνει ότι προκύπτει από τα αξιώματα 
(ΠΕ, 1) -- (ΠΕ 3). Ἡ απόδειξη της δυϊκής τιρότασης 5’ γίνεται αν εφαρμόσουμε την 
εναλλαγή του Σχήµατος 2.10 στην απόδειξη της», άρα προκύπτει από τα δυϊκά των 
αξιωμάτων του (ώ, {, Γ). Ἐπομένως, η απόδειξη της 5’, τελικά, προκύπτει από τα 
αξιώματα του (03, Ε”, 13), άρα η 5 αληθεύει στο (Φ", {”, 3). Π 


Μπτιορούμµε τώρα να δείξουμε το επόμενο βασικό 
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2.9.3 Θεώρημα (Αρχή του δυϊσμού). Στην κατηγορία των προθοβικώυ επιπέδωυ 
ισχύει η αρχή του δυϊσμού. ΔηΠαδή. αυ 5 είναι µία πρὀταση., η οποία αληθεύει σε 
κάθε προθοῄΠικὀ επίπεδο, τὀτε αβηδθεύει και δυϊκή της πρόταση 5, επίσης σε κάδε 
προθοῄΠικό επίπεδο. 


Απόδειξη. Αφού η 5 αληθεύει σε κάθε προθολικό επίπεδο (6, 4, 1). 9α αληθεύει 
και σε κάθε δυϊκό επίπεδο (03, {”, Γ3). Ἐπομένως, κατά το προηγούμενο Λήμμα, 
η 9 αληθεύει και στο δυϊκό του προηγουμένου, δηλαδή στο (6Φ3",ω3", 439. 
Επειδή (03) Ξ 0, (43) Ξ 1, και η (3) ταυτίζεται µε την Γ, καταλήγουμε στο 
συμπέρασμα. Π 


Όπως προκύπτει απὀ τα προηγούμενα, η αρχή του δυϊσμού παρέχει µία σηµαν- 
τική διευκόλυνση στη µελέτη της Προθολικής Γεωμετρίας, αφού µαζί µε κάθε συµ- 
πέρασμα (που αποδεικνύουμε) ισχύει και ένα νέο, το δυϊκό τοῦ, χωρίς να χρειάζεται 
να το αποδείξουµε. Άλλωστε, και η διαδικασία της απόδειξης του δυϊκού συµπερά- 
σµατος είναι δυϊκή της απόδειξης του αρχικού συμπεράσμµατος, δηλαδή προκύπτει 
από την αρχική απόδειξη µε τη γνωστή εναλλαγή του Σχήµατος 2.10. 

Επίσης, η ἴδια αρχή δείχνει ότι οι (µη οριζόµενες) έννοιες της ευθείας και του 
σημείου έχουν ανάλογες (συµµετρικές) ιδιότητες, ενώ επιθεθαιώνεται -ακόμη µια 
Φφορά- η αυθαιρεσία της ονοματολογίας. Έχπσι, κάποια στοιχεία που αποτελούν τα 
σηµεία ενός επιπέδου μπορούν να είναι ευθείες ενός άλλου κς.ο.κ. 


2.9.4 Ασκήσεις. 


1. Ποιο είναι το δυϊκό του προθολικού επιπέδου των { σημείων; 


2. Να δικαιολογηθεί γιατί δευ ισχύει η αρχή του δυϊσμού στην κατηγορία των συ- 
σχετισµένων επιπέδων. 


8. Είναι το σύστηµα των αξιωμάτων (ΠΕ 1) -- (ΠΕ 3) αυτοδυϊκό; Δηλαδή, αν τιά- 
ρουµε τα δυϊκά τους, τότε παραμένουμµε εντός του συστήµατος; Με ποια προσθήκη 
μπορούμε να δημιουργήσουμε ἑνα αυτοδυϊκό σύνολο αξιωμάτων και προτάσεων; 


2.4 Στοιχειώδεις απεικονίσεις 

Στην παράγραφο αυτή 9α εξετάσουμε μερικές απλές απεικονίσεις, µε τις οποίες 
συγκρίνουμε το πλήθος των σημείων που ανήκουν σε διάφορες εὐθείες, το πλήθος 
των ευθειών που διέρχονται από διάφορα σηµεία ενός προθολικού επιπέδου και άλλα 


σχετικά ερωτήματα. 


ο Θεωρούμε πάντοτε ένα προθολικό επίπεδο (0, {, 1). 
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2.4.1 Ορισµός. Αν πιείναι ευθεία του προθολικού επιπέδου, καλούμε σηµειοσειρά 
ἡ δέσµη σημείων (ρεηο!] οἱ ροίπίΘ) της πι το σύνολο 


ζ(π)ξίΡρεβδ: (Ρ,πιε-τ]. 


Ἡ ευθεία πι καλείται επίσης άξονας (αχί5δ) της σηµειοσειράς. 
Αντιστοίχως, αν Ο είναι σηµείο του προθολικού επιπέδου, καλούμε δέσµη ευ- 
θειών (ρεποΙ οἱ Ηπεβ) του Ο (ή από το Ο) το σύνολο 


ὀοξ[είείτ(οθεᾖτ]. 


Το Ο καλείται και κέντρο (οεηίε) της δέσµης. 

Προφανώς, οι δύο έννοιες είναι δυϊκές μεταξύ τους. Στην περίπτωση της Στοι- 
χειώδους Γεωμετρίας, η σηµειοσειρά της πι αποτελείται απόὀ όλα τα σηµεία της, ενώ 
τη δέσµη του Ο αποτελούν όλες οι ευθείες του διέρχονται από το Ο. Ο Ορισµός 
2.4.1 γενικεύει την κατάσταση της Στοιχειώδους Γεωμετρίας στο δικό µας πλαίσιο, 
στο οποίον οι έννοιες «ανήκευ, «διέρχεταυ κλπι. ορίζονται µέσω της σύµπτωσης { και 
οι ευθείες δεν είναι κατ’ ανάγκην σηµειοσειρές. 


2.4.2 Πρόταση. Αυ κ, ε {, τὀτε ισχύει η ισοδυναμία 
ΓκΞει 5 Ιό0οΞ«9(|. 
Απόδειξη. Αν Κ Ξ 0, τότε η ισότητα των δύο σημµειοσειρών είναι προφανής. Αντι- 
στρόφως, ας υποθέσουμε ότι ὁ() - οὅἹ(β. Δόγω της Πρότασης 2.2.6. η Κ διαθέτει 
τουλάχιστον τρία διαφορετικά σηµεία Α, Β, Ο, οπότε κ Ξ- ΑΝ Β. Επίσης, απόὀ τον 
Ορισµό 2.4.1, προκύπτει ότι Α,Β,Ο Εοὐ(κ) Ξ «Ἰ(β. ἀρακαιδξ ΑΝ Β. Επομµένως 
κξΞΑν ΗΞ4, Π 


Για να συγκρίνουµετις σηµειοσειρές καιτις δέσµες ευθειών χρειαζόμαστε καιτον 
επόμενο ορισμό. 


2.4.3 Ορισµός. Έσωο εβκαιπιε { µε(Ο,πι 6 Γ (ισοδύναμα: Ο 6 (πι). 
Ονοµάζουµε στοιχειώδη απεικόνιση (ε]επιεπίατγ οοτγεροπάεπος), από τη δέσμη 
ο(Ο) στη σηµειοσειρά ο(πι), την απεικόνιση 
ὃ: (0ο) --ο (πι: ξ» ξλ πι. 
Αν έχουµε πολλές στοιχειώδεις απεικονίσεις, γράφουμε και 


(2.4.1) ὃ Ξ δοπι, 


προκειµένου να διευκρινίσουµε ότι η ὃ απεικονίζει τη δέσµη του Ο στη σηµειοσειρά 
της πι. 
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Στην περίπτωση του συνήθους επιπέδου έχουµε το επόμενο σχήμα. 


ο 
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2.4.4 Πρόταση. Η απεικόνιση ὃ Ξ δοπι εἶναι καλά ορισμένη, 1 -Ι και επἰ. 


Απόδειξη. Για κάθε Ρε (0Ο). Θα εἶναι { ᾷ πι, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.2. Άρα 
(βλ. Πρόταση 2.2.4)το σηµείο ΡΛ πι είναι μονοσήμαντα ορισμένο και η ὃ είναι καλά 
ορισμένη. 
Για να δείξουμε ότι η ὃ είναι 1 -- 1, ας υποθέσουμε ότι δ(8) Ξ δ(Ι’), δηλαδή 
ΡΛπιξ {’ Απι. Επειδή Ο 6 οἹ(πι) 9α εἶναι ξλπισε ΟΕ {’ Άπι, οπότε 
εξΞον(λπὴξον  λπὸξθβ, 


που αποδεικνύει τον ισχυρισμό. 
Τέλος, η ὃ είναι επί: πραγματικά, για τυχόν Ρ ε ὁ(πι), Θα εἶναι Ρ 4 Ο. Συνεπώς 
ορίζταιη ΚΞ Ρν Ο. Παρατηρούμε ότι κε οὀ(Ο) και 


ὁᾳ0 Ξ(Ρν Ο)Λλπι-ΕΡ, 
όπως ζητούσαμε. Π 


2.4.5 Συµθολισµός. Την ισχύ (οατάἰπαΗ(ψ), δηλαδή το πλήθος των στοιχείων της 
δέσµης ο(Ο) [αντίστ. της σηµειοσειράς οἸ(πι)| συµθολίζουµε µε |(Ο)| (αντίστ. |(πι)|). 
Ένας άλλος συμθολισµός για την ισχύ πεπερασμένης δέσµης (αντίστ. σηµειοσειράς), 
που δεν ακολουθείται εδώ, είναι ο { ο(Ο) [αντίστ. {ο (πι). 


Άμεση συνέπεια της Πρότασης 2.4.4 είναι τώρα τα επόµενα συμπεράσματα. 
2.4.6 Πόρισμα. Για οποιοδήποτε ζεύγος(Ο,πι ετΧ{μµε(Ο,πι) 61, ισχύειη σχέση 
Ιώ(Ο)| Ξ Ιω(πυ]. 

2.4.7 Πόρισμα. Για οποιεσδήποτε ευδείες Κ,ἰε { ισχύειη σχέση 


ω0 οἱ - Ιω(2. 
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Απόδειξη. Αν Κ Ξ ἤ, η σχέση είναι προφανής. Αν ἵ -Ε ἔ, τότε [βλ. Άσκηση 2.2.9(4)] 
υπάρχειΟεΆµε(Ο,Ις 61 και(ο,θ) 6 1. Εφαρμόζοντας το Πόρισμα 2.4.6, έχουµε 
ότι 

ω0οἱΞ (ο) Ξ (0. Π 


Ένας συσχετισμός μεταξύ του πλήθους των σημείων µιας ευθείας (που είναι το 
ίδιο για όλες τις ευθείες, κατά το Πόρισμα 2.4.7) και του πλήθους των σημείων 
ενός πεπερασµένου προθολικού επιπέδου (δηλ. µε πεπερασμένο πλήθος σημείων) 
δίνεται στην επόμενη 


2.4.5 Πρόταση. Υποδέτουµε ότι 8 είναι µία ευδεία του προθοβΠικού επιπέδου µεπιΈ 1 
(π Σ 2) το πῃήδος διαφορετικἀ σηµεία. Τότε το προθοβῄικὀ επίπεδο διαδέτει ακριθώς 
π" -π-- 1 σηµεία. 


Απόδειξη. Θεωρούμε ἑνα σηµείο Ο εΘ µε (0,8) 6 ΤΓ [βλ. Άσκηση 2.2.9(3)! και 
καλούμε ΡΙ({Ξξ1,...,πἙ 1)τα σηµεία της ῥ. 

Επειδή Ο - Ρι [αφού Ο 6 ὀ(8), ορίζονται οι ευθείες ΟΝ Ρι(ἱΞ1,..., π-- 1), 
που είναι όλες διαφορετικές από την ὂ, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.2. Επίσης, 
ΟΝ Ρι ΟΝ ΡΙ (για όλους τους δείκτες { / µε ἱ |). γιατί αν ήταν ΟΝ ΡΙΞ ΟΝ Β,(για 
κάποιους δείκτες |, ]), τότε Θα είχαμε ότι 


που είναι ἁτοπο. Ἐπομένως, απόὀ το Ο διέρχονται οι πι -- 1 διαφορετικές ευθείες 


ο 


Ρι Ε ΌΏι 
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ΟΝ Ρ, και κάθε µία απ’ αυτές έχει π-Ε 1 το πλήθος σηµεία διαφορετικά (αφού Ιώ(θ)Ξ 
ω(Ο ν Ρ/), κατά το Πόρισμα 2.4.7). Άρα, η κάθε µία έχει π το πλήθος διαφορετικά 
μεταξύ τους σηµεία και διαφορετικά από το Ο. Κατά συνέπειαν, θεωρώντας όλα τα 
σηµεία τους εκτός του Ο, απὀ τις ευθείες αυτές λαμθάνουµε(π1):πςΞ πὲ Έπ 
σηµεία. Ὑπολογίξοντας τώρα και το Ο, λαµθάνουµε τελικώς π --π-ε 1 διαφορετικά 
σηµεία του προθολικού επιπέδου. 
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Ισχυριζόµμαστε ὁτι δεν υπάρχουν άλλα σηµεία στο επίπεδο εκτός απ’ αυτά που 
πήραμε µε την προηγούµενη διαδικασία. Πραγματικά, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει 
κι ἑνα σηµείο Θ, διαφορετικό από τα προηγούμενα. Τότε Θα ορίζεται και η ευθεία 
ΟΝ Ο, η οποία Θα είναι διαφορετική από όλεςτις Ον Β!, αφού το ϐ δεν ανήκει σε 
καμιά τους [αλλιώς η ΟΝ Β;, του Θα περιείχετο ϱ, Ὁα εἶχε π--2 διαφορετικά σηµεία 
(άτοπιο)]. Άρα, απότο Ο 9α διέρχονται π--2 διαφορετικές ευθείες(οι Ον Ρικαιη Ον ΘΑ). 
Δηλαδή Θα εἶναι |ό(Ο)| Ξ π-ε2, που εἶναι επίσης άτοπο, γιατί ω(Ο)Ξω(θιΞπ-ε1Ι 
(βλ. Πόρισμα 2.4.6). Ετιοµένως αληθεύει ο παραπάνω ισχυρισμός και αποδεικνύεται 
η πρόταση. Η 


2.4.9 Παρατηρήσεις. 1) Ο περιορισμός πι 2 2 στην εκφώνηση της Πρότασης 2.4.8 
είναι (προφανώς) συνέπεια της Πρότασης 2.2.6. 

2) Για π Ξ- 2, τοτιλήθος των σημείων του προθολικού επιπέδου είναι 7, ἀρα κάθε 
προθολικό επίπεδο έχει τουλάχιστον { διαφορετικά σηµεία [συγκρίνατε µε το (ΠΕ 
9)]. Επομένως, 

η ελαχίστη ισχύς του προθοΛικού επιπέἑδου ειναι 7 
και αυτό δικαιολογεί το Παράδειγμα 2.2.9/1). 

9) Μπορούμε να δείξουμε το συμπέρασμα της προηγούμενης παρατήρησης αμέ- 
σως από το (ΠΕ; 9), χωρίς τη χρήση της Πρότασης 2.4.8, ὡς εξής: ας ζεκινήσουµε µε 
τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Ο, Ὀ. τα οποία ορίζονται κατά το (ΠΕ 9). Σύµφωνα µε το 
(ΠΕ 1) ορίζονται οι ευθείες 


(2.4.2) ΑΝΡΒ, ΑΝΟ,. ΑΝΕΡ, Βν6Ο,. ΡΘΝΡ, ον 


οι οποίες είναι διαφορετικές μεταζύτους, ἀρα τέμνονται κατά ζεύγη. Ἐπομένως, εκτός 
των Α, Β, Ο, Ὦ, ορίζονται και τα σηµεία 


ΕΞ(Αν ΟΛ(ΒνΡ), αξ(Αν Ρ)λ(ΒνΟ.,. ΗΞ(Αν Β)λ(ϱνοΟ),. 


4 
β 
Ἡ 
ρ σε 
σ 
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δηλαδή τελικὠς έχουµε Υ διαφορετικά σηµεία. Για την πληρότητα ας παρατηρήσουμε 
ότι, εκτός από τις ευθείες (2.4.2), υπάρχει και άλλη µία: η ευθεία του περιέχει τα 
σηµεία α, Ε, Η και σημειώνεται στο Σχήµα 2.19 µε διάστικτη µορφή. 

ἨἩδώ πρέπει να διευκρινιστεί ότι, όπως σχολιάσαµε και µετά το Παράδειγμα 
2.2.9(1). οι εὐθείες που προκύπτουν τελικώς είναι τριάδες της µορφής {Α. Β, Η]. 
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{Α. Ρ, α). [α, Ε, Η) κλπ. και δεν έχουν καμία σχέση µε τις συνήθεις γραµµές (που 
περιέχουν τα αντίστοιχα σηµεία) του Σχήµατος 2.19. Το τελευταίο σχήμα γίνεται στο 
σύνηθες επίπεδο, για διευκόλυνση, Και δεν αποδίδει ακριθώς την αντίστοιχη κατά- 
σταση στο (αφηρημένο) προθολικό επίπεδο. Αυτό φαίνεται ακόµη περισσότερο στην 
απεικόνιση της ευθείας (6, Ε, Η]. 

4) Αν οι ευθείες ενός (πεπερασμένου) προθολικού επιπέδου περιέχουν π -- 1 
(διαφορετικά) σηµεία, λέμε ότι το επίπεδο έχει τάξη (οτγάετ) πι. Έτσι, το επίπεδο των 
7 σημείων έχει τάξη 2, ενὠ το επίπεδο τάξης 93 είναι αυτό των 139 σημείων κ.ο.κ. 

Ένα δύσκολο πρόθληµα εἶναι να αποφανθούµε αν υπάρχει ἡ όχι προθολικό επί- 
πεδο µε δεδομένη τάξη. Είναι γνωστόν ότι υπάρχουν προθολικά επίπεδα τάξης πι, για 
όλατα π Ξ ῥήᾷ, ότου ῥ είναι πρώτος αριθµός, αλλά αγνοούμε αν είναι Και οι μόνες 
δυνατές τάξεις πεπερασμένων προθολικών επιπέδων. Για παράδειγµα, γνωρίζουμε 
ότι δεν υτάρχουν προθολικά επίπεδα τάξης 6, 10, 14, 21, 22, κ.α., ενώ παραμένει 
ανοιχτό το πρόθληµα γιατι 12,15,18 κ.α. Για περισσότερες λεπτομέρειες βλ. [9, 
σελ. 12] και [24, σελ. 1051. 


2.4.10 Ασκήσεις. 


1. Αναλόγως προς τη ὅδοπι. ορίζεται η απεικόνιση 
δ'Ξ διο:ο(πι -ώ(ο):.Ρ.Ρνο. 


Να αποδειχθούν τα εξής: 
α) Η ὅ’ είναι µία καλά ορισμένη απεικόνιση, 1 -- 1 και επί. 
ϱ) Η δ’ είναι αντίστροφη της ὅ. 


2. Να αποδειχθεί ότι, για οποιαδήποτε σηµεία Ρ,9 ε Ώ µε ΡΕ Ο. είναι 
ω(Ρ]Ξω(ω). 

3. Αν(Α,Δ εΦΧχ {και(Αβ,θ)ε{, να εξεταστεί αν ισχύει η σχέση 
(4) Ξ ΙΟ(2. 


Να συσχετιστεί το αποτέλεσµα µε το Πόρισμα 2.4.6. 


4. Γιατί ένα επίπεδο που έχει περισσότερα από 7 σηµεία Θα έχει αναγκαστικά του- 
λάχιστον 19 διαφορετικά σηµεία; Τι συμθαίΐνει µε τις ευθείες ενός τέτοιου επιπέδου; 


5. Να οριστεί η έννοια της σηµειοσειράς καιτης δέσµης ευθειών σε ένα συσχετισµέυο 
επίπεδο και να αποδειχθεί το ανάλογο της Πρότασης 2.4.2. 


6. Ισχύουν σε ένα συσχετισµένο επίπεδο η Πρόταση 2.4.4 καιτα Πορίσματα 2.4.6, 
2.4.1; Ποιά εἶναι τα ανάλογα συμπεράσματα στην περίπτωση αυτή; 
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7. Αν µια ευθεία ῥ ενός συσχετισµένου επιπέδου διαθέτει πι (π Σ 2) το πλήθος διαφο- 
ρετικά σηµεία, τότε το επίπεδο έχει ακριθώς π' διαφορετικά σηµεία. 


8. Μετις υποθέσεις της προηγούμενης άσκησης, να αποδειχθεί ότι από κάθε σηµείο 
του επιπέδου διέρχονται π -Ε 1 διαφορετικές ευθείες. [Υπόδειξη: Να εξεταστούν δύο 
περιπτώσεις: το σηµείο να βρίσκεται α) εττί της ᾖ, και β) εκτός αυτής.] 


2.5 Σχέση προθολικὠν και συσχετισµένων επιπέδων 


Στην παράγραφο αυτή Θα δείξουμε ότι, µέσω της διαδικασίας της πΏήρωσης, από 
ένα συσχετισµένο επίπεδο κατασκευάζεται ένα προθολικό και αντιστρόφως, µέσω της 
αποπβήρωσης, απὀ ἑνα προθολικό επίπεδο κατασκευάζεται ἑνα συσχετισμένο. 

Θεωρούμε πρώτα δεδοµένο ἑνα συσχετισµένο επίπεδο (0, {, Γ). Ὑπενθυμίζουμε 
ότι, σύμφωνα µε τους ορισμούς της Παραγράφου 4 [βλ. ιδιαιτέρως την Πρόταση 
2.4.2 καιτην Άσκηση 2.4.10(9)]. για ένα συσχετισμένο/προθολικό επίπεδο (02, {, Τ) 
ισχύει η ισοδυναμία 


ΡθεΙ 5 Ρεο[(θ, γι ο εθτε 


Όπως είδαμε στην Πρόταση 2.1.8. η παραλληλία ορίζει µία σχέση ισοδυναμίας. 
Αν Ρ) :Ξ [2] συμθολίξει την κλάση ισοδυναμίας µιας ευθείας {του συσχετισμένου 
επιπέδου, θέτουµε 
ἕω Ξι  ε Εις 


δηλαδή το ἕω εἶναι το σύνολο-πηλίκο {/- του {ὡς προς τη σχέση ισοδυναμίας που 
εισάγει η παραλληλία. 
Ορίζουµε και το σύνολο (σημείων) 


πο ο μ εάπω ει]. 


Αν συµθολίσουµε, γενικά, µε Ρ' τα σηµεία του 4", τότε έχουµε την επόμενη ΟρΟλο- 
γία. 
2.5.1 Ορισµός. Ένα σηµείο Ρ' εφ’ Θα λέγεται πραγµατικό (αντιστ. ιδεατό ἡ κατ᾽ 
εκδοχήν) αν υπάρχει Ρε Ό/αντιστ. Ρε {Γ) έτσι ώστε Ρ΄' Ξ Ρ/αντιστ. Ρ' Ξ ϱ). 
Παρατηρούμε ότι στο Ζ΄ έχει έννοια η ένωση 
Ἑ εμας Ε] 
αφούώ()ςοΌρς Φ' καιᾖ εξω ς Θ'. Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε και το 


σύνολο (ευθειών) 


ὅ Ξιεεὐ{ξ]- 


Συμθολίζοντας τις ευθείες του { γενικά µε ϱ', 9α είναι είτε ϱ' - [", για κάποια 
Ρε {, είτε {' - ξ.,, οπότε έχουμε την ακόλουθη ορολογία. 


2.5. Σχέση προθολικών και συσχετισµένων επιπέδων [19] 


2.5.2 Ορισµός. Κάθε ευθείατης µορφής ῥ' θαλέγεται πραγματική ενώ η ἕοω λέγεται 
ιδεατή (ή κατ᾿ εκδοχήν). 


Συνοψίξοντας, βλέπουμε ότιτο Φ! προκύπτει αν στα σηµείατου Φ επισυνάψου- 
µε (προσθέσουμε) τα Ιδεατά σηµεία του επιπέδου. Επίσης, κάθε πραγματική 
ευθεία / αποτελείται από τη σηµειοσειρά της { ε { και το αντίστοιχο ιδεατό 
σηµείο ϱ’, ενώ η ιδεατή ευθεία ἕο, αποτελείται από τα ιδεατά σηµεία και μόνον 
αυτά. Ἡ τελευταία ευθεία, στον κόσµο της εμπειρίας µας ἡ στον ζωγραφικό 
πίνακα, αντιστοιχεί στη γραµµή του ορίζοντα. 


Ορίζουµε ακόµη µία σχέση σύµπιωσης {. ς Φ Χ{’ µετον εξής τρόπο: για ένα 
ζεύγος (Ρ/,/)) εφ" χΧ Γ", 9α είναι (Ρ", /) ε Γ3" τότε και µόνον τότε αν ισχύει µία 
από τις επόμενες συνθήκες: 


ἢὃ ΡΞκ (κεί) και ϱ'Ξ ἕο [οπότε κ Εεξο]. 


η ΡΞΡεζ, ΕΞ και Ρεο(ϐ [ισοδύναµα:(Ρ,ϐε{Γ]. 


3) Ρ: -- κ, ϱἳ - και ΙΡ [οπότε  - ῥ'. 


Από τον προηγούμενο ορισμό προκύτιτει ότι: 
ο Κάθε ιδεατό σηµείο ανήκει (µε την έννοια της 3) στην ιδεατή ευθεία. 
ο Ένα πραγµατικό σηµείο ανήκει σε µία πραγματική ευθεία ῥ', αν είναι σηµείο της 
αρχικής ευθείας ῇ από την οποίαν προέρχεται η ῥ'. 
ο Ένα ιδεατό σηµείο Κ᾽ ανήκεισε µία πραγματική ευθεία {", αν οι αντίστοιχες ευθείες 
κ και ῇ (από τις οποίες προέρχονται το σηµείο και η ευθεία) είναι παράλληλες. 
ο Δεν ορίζεται σύμπτωση μεταξύ πραγματικών σημείων και της ιδεατής ευθείας, δη- 
λαδή 

(Ρ:, 1) άΤ αν ΡΤΞΡεΦ και {[' Ξξο. 


Με τους προηγούμενους συμθολισμούς αποδεικνύεται τώρα το 


2.5.3 Θεώρημα. ἩΗ τριάδα (2, 1, Γ1) αποτεβεί ένα προθοβικὀ επίπεδο, το οποίου 
καβείται πλήρωση (οοπιρἰείίοπι) του συσχετισµένου επιπέδου (5, {, 1). 


Απόδειξη. Θα επαληθεύσουµε τα αξιώματα του προθολικού επιπέδου. 

(ΠΕ 1): Θεωρούμε δύο διαφορετικά σηµεία Ρ’ και ϱ'. Αναλόγως µετο είδος τῶν 
σημείων (πραγματικά ἠ ιδεατά) εμφανίζονται οι επόμενες περιπτώσεις: 

α) Τα Ρ’ και ϱ, είναι καιτα δύο πραγματικά σηµεία, δηλαδή Ρ ΞΡκαιθ  Ξ 9. 
Τότε, σύμφωνα µετο (ΣΕ 1), ορίζεται η ευθεία ἔ- ΡνΟ (του συσχετισµένου επιπέδου), 
οπότε η ϱ'ΙΞ ϱε {3 είναι µια ευθεία που περιέχειτα Ρ' και... 

Ἡ ευθεία αυτή είναι μονοσήμαντα ορισμένη. Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι ὐ- 
πάρχει και µία άλλη ευθεία πι", που περιέχειτα ίδια σηµεία, τότε Θα είναι αναγκαίως 
πι - πι - ο(πι) Ο (πι)} (η περίπτωση πι’ - ἕο αποκλείεται, αφού τα Ρ", ϱ’ εἶναι 
πραγματικά σηµεία). Συνεπώς, επειδή Β,Θ ε «(πι). πάλι από το (ΣΕ; 1) προκύπτει 
οτι πι και μι Ξ4., 
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β) Τα Ρ’ και ϱ’ είναι ιδεατά, δηλαδή Ρ' Ξ Κ' και ϱ' Ξ Ι’, για κάποιες ευθείες 
κιξ ε {. Επειδή κ, ἓ ε ξ.α, προφανώς η ἕο είναι και η μοναδική ευθεία του 
περιέχειτα Ρ’ και ϱ’ (βλ. τον ορισμό της Γ’ καιτα σχετικά σχόλια). 

Υ) Το ἑνα σηµείο είναι πραγµατικό Και το άλλο ιδεατό. Για παράδειγµα, αν υτιο- 
θέσουμε ότιΡ΄ Ξ Ρκαι ο. Ξ Ι, τότε διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις: 


γι) Ρεο(κ) και Υ.) Ρ6ο(κ). 


Στη γι) παρατηρούμε ότι η ευθεία Κ' -- κ Ξ οὁ(κ) Ὁ {} περιέχει τα Ρ', Ο'. 
Ἡ ευθεία αυτή εἶναι και μοναδική. Πραγματικά, ας υποθέσουμε ὁότι υπάρχει και 
µία άλλη ευθεία πι’ - Κ', που περιέχει τα ἴδια σηµεία. Τότε, επειδή το Ρ' είναι 
πραγµατικό σηµείο, η πι αποκλείεται να εἶναι η ξ.,, ἀρα Ὁα έχει τη µορφή πι’ - 
πι" Ξ οι(πι) Ο (πι. Επίσης, επειδή η πι περιέχει το Ἰς, αναγκαστικά Θα είναι και 
Κ΄ Ξ πι (αφού υπάρχει μόνον ένα κατ εκδοχἠν σηµείο επί της πι"), οπότε Κ/πι. 
Το τελευταίο συμπέρασμα ὁμῶς είναι άτοπο επειδή Ἱς πι ἐχουν το Ρ κοινό σηµείο 
(προφανώς ΚΕ πι, διαφορετικά θα ήταν Κ᾿ - πι"). 

Στη γ»), σύµφωνα µετο (ΣΕ; 2), υπάρχει µία μοναδική δε { μεί/κκαι(β,ϐ ετ. 
Ἐπιοµένως, θέτοντας ῥ' --  Ξ ο(β) υ [0], έχουµε ότι (Ρ:, 03) ε Γ". Επίσης, λόγω 
της προηγουµένης παραλληλίας, Θα είναι ϱ' - Κ' Ξ ϱ', ἁρα (ο, 13) ε Γ" και η 
ζητουμένη ευθεία εἶναι η ῥ'. Για το µονοσήµαντο της {' ταρατηρούμµε ότι, αν υπάρχει 
και µία πι’ - {' που περιέχει τα Ρ' και ϱ’, τότε [εργαζόμενοι αναλόγως προς την 
γι)] έχουµε ότι πι Ξ Κ' Ξ ἔ, ἁρα πι//κ/4. Όμως το Ρ ανήκει στις πι και { (πι -ε ϐ). 
Άρα, απὀ το Ρ διέρχονται δύο παράλληλες προς την Κ(άτοπο). 

Ἐπιοµένως, σε κάθε περίπτωση, υπάρχει µία μοναδική ευθείατου {που περιέχει 
τα Ρ’ και ϱ:, οπότε αποδεικνύεταιτο (ΠΕ. 1). 

(ΠΕ, 2): Θεωρούμε δύο διαφορετικές ευθείες Κε, {' και 9α δείξουμε ότι διαθέτουν 
κοινό σηµείο. Προφανώς, εμφανίζονται δύο περιπτώσεις: 

α) και οι δύο ευθείες εἶναι πραγματικές, 

β) µία ατί αυτές είναι η ιδεατή ευθεία. 

Στην περίπτωση α) 9α είναι κ΄ Ξ- Κ' και ϱ' Ξ 8. Παρατηρούμε ότι, αναγκαίως, 
Κε ἓ[αν ήταν κ - ϐΒ, τότε 9α ήταν και κ΄ - ϱ' (άτοπο)|. Επομένως, προκύπτουν δύο 
υποπεριπτώσεις: 

αι) Κήβ και αν) Ιςή0. 


Στην πρώτη υποπερίπτωση, το Ρ' -- Κὶ Ξ ϐ' είναι κοινό σηµείο των ΚΚ’ και ['. 
Στη δεύτερη, οι κ και ῇ διαθέτουν ένα (μοναδικό) κοινό σηµείο Ρ:Ξ κ Λ{. Επειδή 
Ρ ευ(Ι) και Ρ ε ο)(ϱ) τελικὠςτο Ρ' :Ξ Ρ εἶναι κοινό σηµείο και των ευθειών Κ”, Μ'. 

Στην περίπτωση β) ας υποθέσουμε ότι Ις΄ - ἕ., και ϱ' - ϱ'. Προφανώς, ἕο,  { 
(αφού τα πραγματικά σηµεία δεν ανήκουν στην ιδεατή ευθεία). Τότε το Ρ' :- ϱβ' εἶναι 
το ζητούμενο κοινό σηµείο. 

(ΠΕ 9): Κατά το Θεώρημα 2.1.9, στο ϐ υπάρχουν τέσσερα διαφορετικά σηµεία, ας 
τα Καλέσουμµε Α. Β, ϱ, ΒὈ, τα οποία είναι ανά τρία µη συγγραμμµικἀ. Τα ίδια σηµεία 
εἶναι και (πραγματικά) σηµεία του Φ', ἆρα κανένα τους δεν ανήκει στην ἕ.ο. Ας 
δούµε αν τρία από αυτά, π.χ. τα Α., Β, Ο, μπορούν να ανήκουν σε µία πραγματική 
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ευθεία ϱ' Ξ (8) Ω {2’]. Αν συνέθαινε κάτι τέτοιο, 9α είχαμε ότι Α, Β, Ο Εε ὀ(8β), πράγμα 
που είναι άτοπο. Επομένως τα σηµεία Α’ :Ξ Α, Β’ 1ξ Βκαι Ο’ «Ξ Ο ικανοποιούν το 
(ΠΕ 9) στο ϱ’. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. Π 


Η αντίστροφη διαδικασία της πλήρωσης (αποπΏήρωση) συνίσταται στην αφαίρεση 
µιας ευθείας (ακριθέστερα σημµειοσειράς) από ένα προθολικό επίπεδο, οπότε οδηγού- 
µαστε στην κατασκευἠ ενός συσχετισµένου επιπέδου. 

Έτσι, θεωρώντας δεδομένο ένα προθοῄΛικό επίπεδο (6, {, 1), σιαθεροποιούµε µί- 
αν ευθείαν ἓο Ε {{ και ορίζουµε το σύνολο (σημείων) 


φ-ι-- (60) Ξ(Ρεβ: (Ρ.80) έ1Ι. 


Δηλαδή τα σηµεία του 3 είναι όλα τα σηµεία του Φ εκτός των σηµείων της σηµειο- 
σειράς «(ῇο). 
Ἐπίσης θεωρούμε και το σύνολο (ευθειών) 


Ε ΙΞ {ΠΚ ΙΞώ(Ο --(ΚΛΑ)ΙΚκε-, κ ἐ.). 


Ἐπιομένως, το { δεν περιέχει την ο({ο). ενώ κάθε ἆάλλο στοιχείο του είναι µία ση- 
µειοσειρά, που αντιστοιχεί σε ευθεία του 4{-, από την οποίαν έχει αφαιρεθεί το σηµείο 
τομής της µε την ἴςο. Προφανώς, κάθε Κ- είναι σηµειοσειρά, ἀρα μπορούμε να γρά- 
ψουμε ότι Κ- Ξ (κ). 

Τέλος, ορίζουµε και µία σχέση σύµππωσης Γ ςὉ Χ {- µετον εξής τρόπο: για 
ἐνα(Ρρ,ικ)εὈθρ χ-{[-9α είναι 


(Ρκ)λεΙ[ 35δ Ρε] -({ίκλ ο, 


δηλ. το Ρ είναι σηµείο της Κ- τότε και µόνον τότε αν (Ρ,Κ)ε/Γκαιβ-κλἜἔῖς. 
Επειδή σκοπός µας είναι να δείξουμε ότι η τριάδα (ϱ-, Ε-, ΓΤ) είναι συσχετισμένο 
επίπεδο, 9α πρέπει να εξασφαλίσουµε πρώτα την ύπαρξη παραλλήλων ευθειών. 


ο δη ] 


Σχήµα 2.14 


2.5.4 Λήμμα. Στο σύνοΏο { υπάρχουν παράΏβηβῃες ευδείες. 
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Απόδειξη. Θεωρούμε τυχόν σηµείο Ατης ευθείας ἐο. Σύµφωνα µετην Πρόταση 2.2.8, 
μπορούμε να βρούμε δύο ευθείες Ἱ και πι του 4, τέτοιες ὡστε ἵ,πι Ε ο(Α) και 
ΚΕ ἓο ᾷ πι ἹΚ. Τότε οι ἵ και πι είναι ταράλληλες [αν υπήρχε κοινό σηµείο Β, 
9α είχαµε ότι ΚκΞ Ρν Α - πι(ἀτοπο)|. Παρόμοια βρίσκουμε και άλλες παράλληλες, 
χρησιµοποιώντας ευθείες του διέρχονται από τα διάφορα σηµεία της ὃς. Π 


2.5.5 Θεώρημα. Η τριάδα(ϱ .{ ,1) αποτεῃεί συσχετισµέυο επίπεδο, το οποίου 
καβείται αποπλήρωση (ἀείοίίοπι) του προθοβικού επιπέδου (0, {, Γ). 


Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι ικανοποιούνταιτα αξιώµατατου συσχετισμένου επιπέδου. 

(ΣΕ 1): Θεωρούμε δύο σηµεία Ρι9 εΌ µε )Ρρ- Ο. Τα Ρ, 9 (ως διαφορετικά 
σηµεία και του ϐ)) ορίζουν την ευθείακ:ΞΡνοΟε {. Προφανώς κ - ο, αφούτα Ρ, 9 
δεν ανήκουν στην ῥο. Ἐπομένως, η κ Ξ ο(19)--{ΚΛβο) εἰναιευθείατου { που περιέχει 
τα Ρ, 9. ΗἩ ευθεία αυτή είναι Και μοναδική. Πραγματικά, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει 
και µία άλλη ευθείαπι ε4{, που περιέχει τα δύο προηγούμενα σηµεία. Τότε, από 
τον ορισμό της πι , προκύπτει ότι τα Ρ, ϱ εἶναι και σηµεία της πι. Ετιομένως, κατά 
το(ΠΕ ])πιξ- Κκαιπι -Ξ ΚΚ, που αποδεικνύει το (ΣΕ 1). 


(ΣΕ 2): Ὑποθέτουμε ὀτι(Ρκ)εΏ Χ{ µε -όοὀ(Κκ). Αν θέσουμε (για ευκολία) 
Α.ΤΞ ΚΛΑἔοε 6, παρατηρούμε ότι Ρ -Ε Α [διαφορετικά Θα ήταν Ρ ε ο({ο) (άτοπο)]. 
Ἠπιοµένως, ορίζεται η εὐθείαπι:Ξ ΡΝΑΕ {καιη αντίστοιχη πι Ξ ο(πι)-{πιλίο) Ξ 
ο (πι) --{Α] (φυσικά πι ἓο, αφού το Ρ είναι σηµείο της πι αλλά όχι και της ᾖᾳ). Αυτά 
δείχνουν ότι (Ρ,πι)εᾖ{- καιπι /Ι- (βλ. τη σχετική κατασκευή παραλλήλων στην 
απόδειξη του Λήμματος 2.2.4), δηλαδή η πι είναι ευθεία (του { ) του διέρχεται 
από το Ρ και είναι παράλληλη προς την κ. 

Ἡ πι είναι η µοναδικἠ ευθεία µε τις προηγούμενες ιδιότητες. Πραγματικά, ας 


υποθέσουμε ότι υπάρχει και µία άλλη ευθεία αχ Ξο(ακ)- {«κΛ Αα ε 4, η οποία 
διέρχεται από το Ρ και εἶναι παράλληλη προς την κ, μεκ πι. Τότε, σύμφωνα 
µε τον ορισμό της παραλληλίας, εἰναιείεκχ Ξκ.,επεχ ΈΚικαιχ Ωωκ Ξ0. 


Ἡ τιρώτη περίπτωση αποκλείεται επειδἠ το Ρ δεν είναι σηµείο της κ. Στη δεύτερη 
περίπτωση, Όα είναι υποχρεωτικά αχ ᾖ Κ [διαφορετικά Θα είχαμε ότιχΧΛ βίο κλΛτῆο 
οπότε χ΄ Ξ Ι (ἀτοπο)|. Άρα, ορίζεται το σηµείο Ζ:Ξ χΛΚ (βλ. το παρακάτω Σχήµα 
2.19) και εμφανίζονται δύο νέες περιπτώσεις: 

1) Το Ζ εἶναι διαφορετικό από τα σηµεία Α:Ξ ΚΛῄοκαιβΒ:ξκλΛ ο. 

Η) Το Ζ συμπίπτει µε ένα από τα Α, Β. 

Στην ἳ) ἐχουμε κατ ανάγκην ότι (Ζ,.Κ}ε Γ 95 (2,α). το οποίον είναι άτοπο, 
αφού Ἰς {α. 

Στη 1), ας πάρουμε πρώτα ὁτι Ζ Ξ Α. Τότε Θα εἶναι και Ζ  Ρ [αλλιὼς Θα ήταν 
Ῥ- Ζ ευ] (ἀτοπο)]. Επομένως, 


ΑΞΕΡΝ ΖΞΡΝ ΑΞ πι, 


άρακχ Ἔπι , που εἶναι ἀτοπο, γιατί δεχτήκαµε απότην αρχή ότιχ πι .ΑνΖΞΝΒ, 
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τόεκΞξΑν ΖΞ ΑΝ ΒΞ ο, που εἶναι επισης άτοπο. 


αν 
Σχήµα 2.15 


Ἐπιομένως, σε κάθε περίπτωση, η υπόθεση ότι υπάρχει και η χ΄ (µετις αναφερό- 
μενες ιδιότητες) οδηγεί σε άτοπο. Άρα, τελικώς, η πι είναι η μοναδική παράλληλη 
προς την Κ- που διέρχεται από το Ρ, πράγµα που αποδεικνύει πλήρως το (ΣΕ. 2). 

(ΣΕ; 3): Στο δεδομένο προθολικό επίπεδο υπάρχουν τέσσερα διαφορετικά ση- 
µεία, ας τα καλέσουμε Α, Β, Ο, Ὁ., που είναι ανά τρία µη συγγραμμµικά. Άρα, 
δύο τουλάχιστον από αυτά, ας πούμε τα Α και Β, δεν ανήκουν στην δο. Ας ὑυπο- 
θέσουμε ακόμη ότι τα Ο, Ώ ανήκουν και τα δύο στην ἴο. Θεωρούμε την ευθεία 


Σχήµα 2.16 


ΑΝ Ο, οπότε (λόγω της Πρότασης 2.2.6) υπάρχει ἑνα τουλάχιστον σηµείο της ἅ 
διαφορετικό από τα Α, Ο. Προφανώς Χ 6 (ἐς). Επομένως, τα Α, Β, Χ είναι τρία 
διαφορετικά μεταξύ τους (γιατί:) σηµεία, που ανήκουν στο 4, επειδή κανένα τους 
δεν ανήκει στην {ο. 

Τα Α, Β, Χ δεν είναι συγγραμµικά στο Ά-. Πραγματικά, αν ανήκαν και τα τρία 
σε µια ευθεία κ΄ Ξω(Ι)--{ΚΛ το ε{-, τότε Θα ήταν Α, Β, Χ εω(Ι) και 


ΚΞΑΝΕΒΞΑΝΧΞΑΝΟ, 
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δηλαδή τα Α. Β, 6 9α ἦσαν συγγραμµικά στο προθολικό επίπεδο {, του εἶναι άτοπο. 
Αν υποθέσουμε ότι Ο 6 ο([ο) ῃπε Ώ Εε ο({ο) ἡ Ὦ 6 ὁ({ο)1. εργαζόµενοι όπως στην 
προηγούµενη περίτιτωση., δείχνουμε ότι τα σηµεία Α, Β, Ο είναι διαφορετικά και µη 
συγγραμµικά στο ϐ.. 
Συνεπώς μπορούμε πάντοτε να βρούμε τρία διαφορετικά σηµεία του Φ που 
ικανοποιούν το (ΣΕ 9). Με αυτό ολοκληρώνεται και η απόδειξη. Π 


Ένα ενδιαφέρον ερώτημα είναι τώρα το εξής: αν ξεκινήσουμε από ένα προθολικό 
επίπεδο και εφαρμόσουμε πρώτα τη διαδικασία της αποπλήρωσης και κατόπιν αυτή 
της πλήρωσης, ποιά εἶναι η σχέση του αρχικού προθολικού επιπέδου μετοτελευταίο; 
Αποδεικνύεται ότιτα επίπεδα αυτά είναι ισόµορφα (βλ. [5, Θεώρημα 2.9.4]). Ἡ έννοια 
του ισομορφισμού προθολικών επιπέδων ορίξεται στην επόμενη παράγραφο. 


2.5.6 Το κλασικό προθολικό επίπεδο. 


Όπως αναφέραμε και στην εισαγωγή του κεφαλαίου, το προθολικό επίπεδο εμφα- 
νίζεται, ιστορικά, ὡς αφαίρεση (μαθηματικοποίηση) του επιπέδου του ζωγραφικού 
πίνακα, όπου θεωρούμε ότι δεν υτάρχουν παράλληλες ευθείες ή, ισοδύναμα, Ὁ- 
ποθέτουµε ότι όλες οι ευθείες, που είναι μεταξύ τους παράλληλες, τέμνονται στο 
άπειρο, επάνω στη γραµµή του ορίζοντα. Σε πιο αυστηρή γλὠσσα. χρησιμοποιώντας 
την ορολογία αυτής της παραγράφου [βλ. και Παράδειγμα 2.1.9/1)|. 

το κλασικό προθολικό επίπεδο. δηβαδή το επίπεδο της κβασικής Προθοῄικής 

Γεωμετρίας, είναι η πΏήρωση του συνήδους (συσχετισµένου) επιπἑδου Ε (5 Ε3) 

της Στοιχειώδους Γεωμετρίας 


2.5.7 Σχόλιο. Όπως ἠδη έχει αντιληφθεί ο αναγνώστης, πολύ συχνά χρησιµοποι- 
ἠσαμε την εἰς ἀτοπου απαγωγή. Όπως αναφέρθηκε και στην 81.2, αυτή είναι µία 
βασική μέθοδος απόδειξης της συνθετικής γεωμετρίας, και χρησιμοποιήθηκε συ- 
στηµατικά από τον Ευκλείδη στα «Στοιχεία» του. Σχετικά ο . Η. Πατάν [15, 812] 
παρατηρεί ότι 
«Π εις ἀτοπου απαγωγή (τεαιιοίίο ααἆ αβοιιταιιπι). την οποίαν ο Ευκβείδης αγα- 
πούσε τὀσο ποβύ, εἶναι ἑνα απὀ τα πιο έξοχα ὁπβα ευὀς μαδηματικού». 


2.5.8 Ασκήσεις. 


1. Αναφορικά µε την απόδειξη του (ΣΕ; 3) στο Θεώρημα 2.5.5, να δικαιολογηθεί 
το σημειούµμενο "γιατί" και να ολοκληρωθεί η διερεύνηση για τα σηµεία Ο και Γ 
(σχετικώς µε τη θέση τους ὡς προς την ευθεία ᾖο). 


2. Να εξηγηθεί γιατί είναι 
πσαπ οὐ κα πας 0. 
8. Να αποδειχθεί ότι η πλήρωση του συσχετισµένου επιπέδου των τεσσάρων σημείων 


ΠΠαράδειγµα 2.1.9(2)| είναι το προθολικό επίπεδο των επτά σημείων [Παράδειγμα 
2.2.9/(1)|. 
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4. Αντιστρόφως προς την προηγουµένη άσκηση, να δειχθεί ότι η αποπλήρωση του 
προθολικού επιπέδου των επτά σημείων είναι το συσχετισµένο επίπεδο των τεσσάρων 
σημείων. 


2.6 ἩΜορφισμοί προθολικών επιπέδων 


Στη Θεωρία Συνόλων ορίζεται η έννοια της απεικόνισης Π: 5 -υ».5 μεταξύ δύο συνό- 
λων 5 και». Αν υποθέσουμε, επιπλέον, ότι τα σύνολα 3 και 5 ἐχουν µιαν ιδιαίτερη 
δοµή (π.χ. δοµή γραμμικού χώρου, ομάδας, κλτι.), το ενδιαφέρον µας εστιάζεται ὁ- 
χι στις οποιεσδήτιοτε απεικονίσεις μεταξύ των συνόλων αυτών, αλλά --κυρίως-- στις 
απεικονίσεις εκείνες που αντανακλούν την προηγούµενη δοµή. Έτσι, στους γραµ- 
μικούς χώρους ενδιαφερόµαστε ιδιαιτέρως για τις «Πραμμικές απεικονίσεις», στις 
οµάδες για τοὺς «ομομορφισμούς» κ.ο.κ. 

Τις απεικονίσεις που συνδέονται µε την ιδιαίτερη δοµή των (μαθηματικών) αν- 
τικειµένων µιας κατηγορίας (όπως, ττ.χ.. των γραμμικών χώρων. των οµάδων, των 
προθολικών επιπέδων κλτι.),. τις καλούμε μορφισμούς. (Εδώ χρησιμοποιούμε την 
ορολογία της Θεωρίας Κατηγοριών, για την οποία δεν μπορούμε να πούμε τίποτε 
περισσότερο στο πλαίσιο αυτών των μαθημάτων). Σε μερικές περιπτώσεις, οι μορφι- 
σμοί έχουν ένα συγκεκριµένο όνοµα. όπως: γραμμικές απεικονίσεις, οπμομορφισμοί 
κ.λ.π. 

Για παράδειγµα. ας θυμίσουμε την περίπτωση των ομομορφισμών ομάδων. Αν 
(6,9) και(Η, κ) είναι δύο οµάδες, τότε µία απεικόνιση φ: α -» Η καλείται µορφισμός 
( ομομορφισμός) οµάδων αν 


(9.6.1) φ(ο-α)Ξ- φί(α) κε φία). (66)εαχα. 


Ἡ σχέση (2.6.1) σηµαίνει ότι ο μορφισμός φϕ διατηρεί τη δοµή της ομάδας. 

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η απεικόνιση φ εἶναι 1 -- 1 και επίἰ. Τότε υτιάρχει η αντί- 
στροφη απεικόνιση ὁ ! : Η -» . Αποδεικνύεται εύκολα ότι και αυτή η απεικόνιση 
είναι επίσης μορφισμός οµάδων, δηλαδή ισχύει η 


(9.6.9) φ (π κ) -ϕ(Ππ). (1), (Π,Π) εΗχ Η. 


Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η φ είναι ισοµμορφισμµός οµάδων. 

Γενικότερα, μπορούμε να ορίσουμε την έννοια του ισομορφισμού και για οποια- 
δήποτε άλλη δοµή. Έτσι, µία απεικόνιση Γ: 5 -υ 5 μεταξύ δύο συνόλων, εφοδια- 
σµένων µε µία συγκεκριμένη δοµή, είναι ισοµμορφισμός (ως τιρος την εξεταζοµένη 
δοµή) αν η Γ είναι µορφισμός 1 -1 και επί, και --επιπλέον-- η απεικόνιση Γ! είναι 
επίσης µορφισμός. 

ἨἩδώ πρέπει να διευκρινήσουµε ότι στον προηγούμενο ορισμό απαιτήσαµε να εἰ- 
ναι µορφισμµός και η Γ]. Δυτό είναι απαραίτητο, γιατί υπάρχουν περιπτώσεις ότιου 
μπορούμε να βρούμε μορφισμούς Γ, οι οποίοι είναι 1 -1Ι και επί, χωρίς να είναι 
και οι Γ' µορφισμοί. Μια τέτοια περίπτωση αποτελούν οι τοπολογικοί χώροι. Οι 
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μορφισμοί εδώ εἶναι οι συνεχείς απεικονίσεις. Όμως, υπάρχουν παραδείγματα συ- 
νεχών απεικονίσεων που είναι 1 -1 και επί, µε αντίστροφη όχι κατ’ ανάγκην συνεχή. 
Άρα, στην περίπτωση αυτή, ένας μορφισμός 1-1] και επί δεν ορίζει πάντοτε έναν 
ισοµορφισμό. 

Αντιθέτως, στην περίπτωση των οµάδων, κάθε οµμομορφισμός 1 -1Ι και επί είναι 
ισοµορφισμός. Παρόμοια στους γραμμικούς χώρους: για να είναι µια απεικόνιση 
ισομορφισμός γραμμικών χώρων, αρκεί να εἶναι γραμμική, 1 - 1 και επί. Γενικότερα, 
το ἰδιο ισχύει, στις «αλγεθρικές δοµές», αλλά όχι σε πολυπλοκότερες δοµές, όπως οι 
τοπολογικοί χώροι, οἱ διαφορικές πολλαπλότητες κλπ. 

Ποια όµως είναι η σηµασία ενός ισομορφισμού; Απ’ όσα είπαμε μέχρις εδώ, 
γίνεται φανερό πως δύο σύνολα 3 και 5 µε την ἴδια δοµή, τα οποία συνδέονται 
μεταξύ τους µε έναν ισοµορφισμό {: 5 -» 5’, δεν διαφέρουν ουσιαστικά μεταξύτους. 
Πραγματικά, η απεικόνιση Γ όχι μόνον αντιστοιχεί κατά τρόπον αμφιμονοσήμαντο 
τα στοιχεία των 5 και. μεταξύ τους, αλλά μεταφέρει και όλες τις ιδιότητες του 5 σε 
αντίστοιχες ιδιότητες του 5’ και αντιστρόφως. Επομένως, κάτι που ισχύει στο 5, Θα 
ισχύει και σε κάθε ἆάλλο 5’, ισόµορφο (δηλ. που συνδέεται µε έναν ισομορφισμό) 
μετο 5. Με άλλα λόγια, μπορούμε να πούμε ότι υπάρχει µια (μαθηματική) ταύτιση 
μεταξύ των 3 και:»’. Συνεπώς, µέσω των ισομορφισμών, μπορούμε να διακρίνουμε αν 
δύο αντικείμενα είναι «ἴδια» (ταυτίζονται) ή όχι, δηλαδή έχουµε ένα τρόπο σύγκρισης. 

Συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε ότι: ανάµεσα στις απεικονίσεις μεταξύ των 
αντικειμένων µιας κατηγορίας (δηλ. συνόλων µε µια συγκεκριμένη δομή) µας 
ενδιαφέρουν --«υρίως-- εκείνες που διατηρούν τη δοµή αυτή. Ιδιαιτέρως µας 
ενδιαφέρουν οι ισοµμορφισμοί, που επιτρέπουν να συγκρίνουμε τα αντικείμενα 
της κατηγορίας και να τα ταξινομήσουμε. 
Τη λέξη «ταξινόμηση» την παίρνουμε εδώ µε την κυριολεκτική σηµασία της και όχι 
µε το ειδικό περιεχόµενο του έχει συχνά στα μαθηματικά. 

Μετά τα παραπάνω διευκρινιστικά ας δούµε τα πράγματα στο πλαίσιο της Προ- 
βολικής Γεωμετρίας. Οι μορφισμοί, κι εδώ, Θα πρέπει να αντανακλούν τη δοµή του 
προθολικού επιπέδου. Ἑπιομένως, πρέπει να απεικονίζουν τα σηµεία σε σηµεία και 
τις ευθείες σε ευθείες. Αλλά υπάρχει και µια σχέση σύμπτωσης. Θα πρέπει, όπως στις 
περιπτώσεις που συζητήσαµε, αυτή η σύμπτωση να διατηρείται. Όλα αυτά οδηγούν 
στον επόμενο φυσιολογικό ορισμό. 


2.6.1 Ορισµός. Ένας µορφισμµός (πιογρῃ{δΠι) μεταξύ τῶν προθολικών επιπέδων 
(0, {, Γ) και(’, {’, 1’) εἶναι ένα ζεύγος απεικονίσεων (Φ. Ψ). ότου 


φ:Φ--»Φ' και ψ:{-άἀ, 
έτσι ώστε να ισχύει η συνθήκη: 
Ρθείτ 35 «(φ()ψ(θ)ετΤ”. 


Περιφραστικά, η τελευταία συνθήκη σηµαίνει ότι ο μορφισμός διατηρεί τη σύμ- 
πτωση. Συµθολικἀ, επίσης, γράφουμε ότι 


ο το, δα) ο ντ], 
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2.6.2 Ορισµός. Ένας μορφισμός (φ,.ψ) : («, 1,1. --υ»- ϐὤρ. {”, 1’) καλείται 
1 - 1 (αντιστ. επί) αν και οι δυο απεικονίσεις φ και ψ είναι 1-1 (αντίστ. εττί). ἵ- 
διαιτέρως, ένας µορφισμός (ῳ, Ψ) καλείται ισοµορφισμµός (5οπιογρΠίςπι) αν οι α- 
πεικονίσεις φ και Ψ είναι 1 --1 και επί. Στην περίπτωση αυτή τα προθολικά επίπεδα 
λέγονται ισόµορφα. 


2.6.3 Παρατήρηση. Στην εισαγωγή αυτής της παραγράφου είπαμε ότι, για να είναι 
ένας µορφισμός /Γ και ισοµορφισµός, Θα πρέπει να υπάρχει η Γ} και να εἶναι 
επίσης μορφισμός. Στην περίπτωση του προθολικού επιπέδου βεθαιώνεται κανείς 
εύκολα ότι ένας ισοµορφισμός (ότως στον Ορισµό 2.6.2) είναι ισοµορφισμός µε 
την κατηγορική έννοια, δηλαδή ότι καιτο ζεύγος (' ', ψ;]) είναι επίσης µορφισμός 
προθολικών επιπέδων [βλ. Άσκηση 2.6.10(9) στο τέλος αυτής της παραγράφου]. 


Μερικές άµεσες συνέπειες του Ορισμού 2.6.1 περιέχονται στην επομένη 


2.6.4 Πρόταση. Υποδέτουµε ὁτι (φ. ψ) : (0, 1.1) -» (9). 1’. 1’) είναι µορφισμός 
προθοβυκών επιπἐδωυ. Τότε ισχύουν τα εξής συμπεράσματα: 
ὃ Δυτ φ εἶναι απεικόνιση 1 -Ι, τότε 


ψρνο)- φ(Β)ν φ(0), 


για οποιαδήποτε σηµείαΡ,ο εὉΏμεΡρ-ο. 
ἱ) Αν η ψ είναι απεικόνιση 1 - 1, τὀτε 


φίκλθΞ ψ)λψίθ. 
για οποιεσδήποτε ευδείες Κ,ίε { µεκ-τ 0. 


Απόδειξη. ἳ) Οιευθείες Ρν ϱ και ψ(Ρν ϐ) ορίζονται, επειδή ΡΕ 9. Από τον Ορισµό 
2.6.1 έχουμε ότι 


ΡϱΡνοεΙ 95 (φ(Ρ),ψ(ν ο) εἴ’, 
ΟΡνοεΙ 3 (φίθ).ψίϱν ο) εᾖτ’. 


Επειδή η φ είναι 1 --1. 8α εἶναι και φ(Ρ) - φ(0). οπότε ορίζεται η φ(Ρ)ν φ(9). Το (ΠΕ, 
1) και οι σχέσεις της δεύτερης στήλης των παραπάνω συνεπαγωγών αποδεικνύουν 
ακριθώς το πρὠτο συμπέρασμα. 

Για το Η) προχωρούµε αναλόγως: 


(ΚΛΟΚΕεΙ -3Ὁ «(φίκΛ,ψ()εᾖτ1”, 
ΚΛ/θεΙ 3 (φ(ςΛλθ,ψ()ετΤ”'. 


Το συμπέρασμα τώρα προκύπτει από τις προηγούμενες σχέσεις και το (ΠΕ; 2), σε 
συνδυασμό µε την Πρόταση 2.2.4. Π 
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Φυσικά, η απόδειξη του συμπεράσµατος 1) περιττεύει επειδή είναι δυϊκό του 1). 
Εδώ έγινε μόνον για την εξοικείωση του αναγνώστη µετο μηχανισμό των μορφισμών. 

Για να διαπιστώσουμε πότε ένας μορφισμός προθολικών επιπέδων είναι και 1σο- 
μορφισμός (Ορισµός 2.6.2), αρκεί να ελέγξουμε τη µία απότις δύο απεικονίσεις του 
μορφισμού, όπως προκύπτει από το επόμενο βασικό συμπέρασμα. 


2.6.5 Θεώρημα. ἘΕστω(φ.ψ): 6,1. 1) -»(’. 1”, 1’) µορφισμός προθοβικών επι- 
πέδων. Η απεικόνιση Φ εἶναι 1 - 1 και επἰ, τότε και μόνου τότε αυ τ ψ είναι απεικόνιση 
1-- 1 και επἰ. 


Απόδειξη. Ὑποθέτουμε πρώτα ότι η φ είναι 1 -1 και επί, οπότε 9α δείξουμε ότι τις 
ίδιες ιδιότητες έχει και η ψ. 

Η ψ είναι επί: Έστω {’ ε {’ τυχούσα ευθεία. Αν Ρ’ και ϱ’ είναι δυο οποιαδήποτε 
διαφορετικά σηµεία της, δηλαδή (Ρ’, 0’) ε{’ 959’. Ι’). τότε το επί της ᾧφ εξασφαλίζει 
την ύπαρξη δύο σημείων Ρ, 9 ερ µε φ(Ρ) Ξ Ρ’ και φ() Ξ 9’. Αναγκαίως Θα εἶναι 
και Ρ ΠΕ Ο [αλλιώς, η σχέση Ρ Ξ ϱ συνεπάγεται ότι Ρ’ - οφ(β) Ξ φ(9) Ξ 9’ (άτοπο)|. 
Ἐπιοµμένως, ορίζεται η ευθεία Ρ:Ξ Ρν 9 Εε { και ισχύουν οι σχέσεις: 


0βθεΙ 9 (9 ΞφίΒ)ψίθ)ετ’ 
0θεΙί 3 (ϐ -οίθ)νψίθ)ετΤ”. 


Από τις σχέσεις αυτές και το (Π1Ε; 1) προκύτττει ότι 
ψθΞΡνοζῦ, 


που αποδεικνύει το επί της κ. 

Η ψ είναι 1-1: Η απόδειξη της ιδιότητας αυτής δεν είναι τόσο άµεση, όπως πριν, 
αλλά βασίζεται σ’ ένα τέχνασμα. Αν υποθέσουμε ότι δεν ισχύει το συμπέρασμα, τότε 
αυτό σηµαίνει ότι μπορούμε να βρούμε (τουλάχιστον δύο) εὐθείεςκε/{μµεκᾳῖ 
και τέτοιες ὡστε ψ(Ι) Ξ ψ(θ. Θα δείξουµε ότι ισχύει ο εξής ισχυρισμός: 


(0) ΥΡεΦρ 35 (φ(Β) ψ)ε-ᾖ1’, 


δηλαδή κάθε σηµείο του προθολικού επιπέδου (0, {, Γ) απεικονίζεται, µέσω της ᾧ, 
επί της ευθείας ψ(Ι) Ξ ψ(θ. 

Πρώτα παρατηρούμε, από τον ορισμό του μορφισμού, ότι όλα τα σηµεία των Κ και 
Ρ απεικονίζονται στην Ψ(Ι) Ξ ψ(θ) οπότε πρέπει να δείξουµε ότι το ἶδιο συμµθαίνει 
και για οποιοδήποτε ἅ ε Ὁ που δεν ανήκει στις Κ,ῦ. Πραγματικά. αν θέσουμε 
ΑΤΞ ΙΛ ΕΘ, στην ὁ υπάρχει κι ένα σηµείο Β 4 Α. Επίσης Β 4 Χ, διαφορετικά 9α ἦταν 
(«ς Ξ- Β, ϐ ε1{, που είναι ἀτοπο. Άρα ορίζεται η ευθεία Β ν Χ (βλ. και Σχήµα 2.17 
στην επόμενη σελίδα). Προφανώς Εν Χ «ΕΚ, αφού η πρώτη έχει σηµεία που δεν 
ανήκουν στην άλλη (βλ. Πρόταση 2.4.2). ἀρα ορίζεται Κκαιτο σηµείο Ο:Ξ/(Βν Χ)ΛλκΚ. 
Εφαρμόξζοντας τον Ορισµό 2.6.1, έχουµε διαδοχικά: 


8.0εΙ 39 (Φ(Β).ψ(θ)ε1’. 


2.6.9 
| | (6 εΙ 3 (φ(Ο,ψΟ)εᾖ’. 
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Σχήµα 2.1 


Επειδή η φ εἶναι 1 -1 και Β {4 Ο, 9α είναι φ(Β) -Ε φ(ίΟ). οπότε ορίζεται η φ(Β)ν 
φ(Ο). Επομένως, από την Πρόταση 2.2.4, τις σχέσεις (2.6.9) καιτην υπόθεση ψ(10) Ξ 
ψ(θ, προκύπτει ότι 


(9.6.4) ψβν ο -ο(Βνφο- ψ- νψίθ. 


Απ το άλλο µέρος, επειδή το ἅ είναι σηµείοτης Βν Ο, δηλαδή (Χ,Βν Ο)ε1, 
9α είναι και 


(9.6.5) (φ(Χ),ψ(Βν Ο)) ε Τ’. 
Ἐτιομένως, από τις (2.6.4) και (2.6.5), έχουμε ότι 
(φί(Χ), ψο) ετ’. 


που αποδεικνύει τον ισχυρισμό (3). 

Ας δούµε τώρα τη συνέπεια του (9). Επειδή η φ είναι απεικόνιση επί, για τυχόν 
Ρ’΄ εθ’ υπάρχειΡε-Ό με φ(β) Ξ Ρ’. Άρα, λόγωτου (9). Θα είναι (Ρ’, ψ(1)) ε 1’. Αυτό 
ισχύει για κάθε σηµείο του Φ’, δηλαδή βρίσκουμε ότι όλα τα σηµεία του «’ είναι 
συγγραµµικά, που είναι άτοπο [λόγω του (ΠΕ 9). Το άτοπο αίρεται αν δεχθούμε ότι 
η ψ εἶναι ] --1 (οπότε ταύει να ισχύει και ο (3), ο οποίος εἶναι συνέπεια της άρνησης 
του 1 -1). 

Για να κλείσει η απόδειξη, πρέπει να δείξουµε ότι, αν η ψ είναι 1-1 και επί, 
τότε και η ϕ έχει τις ίδιες ιδιότητες. Αυτό όµως προκύπτει απὀ το προηγούμενο 
συμπέρασμα βάσει της αρχής του δυϊσμού. Π 


Προφανής συνέπεια του προηγουμένου θεωρήματος καιτου Ορισμού 2.6.2 εἶναι 
το επόμενο 


2.6.6 Πόρισμα. Ένας µορφισμός προθοῄικώὠν επιπέδων (Φ, ψ) εἶναι ισομορφισμός 
αυ και μόνου αυ µία απὀ τις απεικουίσεις ϕ. Ψ εἶναι 1 - 1 και επἰ. 


2.6.7 Παρατηρήσεις. ]) Όπως φάνηκε στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.6.5, για 
την απόδειξη του επί της ψ αρκεί µόνον το επί της Φ. Δρα, μπορούμε να πούμε ότι: 
η ψ εἶναι επί τὀτε και μόνου τότε αυ η ϕ είναι επἰ. 


Κάνοντας όµως χρήση καιτου 1 -1 της ϕ, μπορούμε να δείξουµετο επίτης ψ και ὡς 
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/ 


εξής: για τα Ρ’, ϱ’ (όπως στην αρχική απόδειξη του Θεωρήματος 2.2.9). υπάρχουν 
μµονοσήμµαντα ορισμένα (και, φυσικά, διαφορετικά μεταξύ τους) σηµεία Ρ και ϱ, που 
ορίζουντην ῥ:Ξ Ρν ο. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 2.6.4, βρίσκουμε ότι 


ψ(θΞψβνο)ΞφίΒΡ)νφϱΞΡνο-ῦ, 


που αποδεικνύει το επί της κ. 
2) Αντιθέτως, για το 1] - 1 της Ψ χρησιµοποιείται καιτο 1-1 καιτο επίτης ϕ. 


Μέχρι τώρα έχουμε ορίσει το προθολικό επίπεδο (όπως και το συσχετισµένο ε- 
πίτεδο) µε τη βοήθεια µιας αφηρημένης σύμπτωσης Γ. Όμως, στη Στοιχειώδη (Ε0- 
κλείδεια) Γεωμετρία και στην Κλασική Προθολικἠ Γεωμετρία, για την οποίαν έγινε 
λόγος στο εδάφιο 2.5.6, η σύμπτωση αυτή είναι η συνήθης σύμπτωση της εμπειρίας, 
η οποία έχει την ἰδια σηµασία µε το συνολοθεωρητικό “εὖ. 

Με τη χρήση των ισομορφισμών τιροθολικὠν επιπέδων Θα δείξουμε ότι και η αφη- 
ρηµένη σύμπτωση 1, που έχουµε χρησιμοποιήσει μέχρι τώρα, µπορεί να ταυτιστεί 
(μέσω κατάλληλου ισομορφισμού) µε τη συνήθη σύμπτωση, που ορίζει το “Ἔ”, Αυτό 
επιτυγχάνεται αν ταυτίσουµε κάθε ευθεία µε την αντίστοιχη σηµειοσειρά της. Έτσι, 
και πιο κοντά στην εμπειρία βρισκόμαστε καιτους συμθολισμούς µας απλοποιούµε 
σημαντικά. 

Για την ακρίθεια, θεωρούμε ένα προθολικό επίπεδο (6, {, Γ) και το δυναμοσύ- 
νολο Ρ(Φ)του «. Επίσης ορίζουμε την απεικόνιση 


ατα ΕΕ), 
η οποία σε κάθε ευθεία ῇ αντιστοιχεί τη σηµειοσειρά της (βλ. Ορισµό 2.4.1) 
(2.6.6) ()Ξ{[Ρεδ:(Ρθε{Τ]. 
Ἡ οἳ είναι καλά ορισμένη (βλ. Πρόταση 2.4.2). Θέτουμε 
{15 ω(/), 


οπότε σχηματίζεται η τριάδα (ρ, 1, ε). Παρατηρούμε ότι 7-0 καιτο “εὖ ορίζει 
µια σχέση σύμπτωσης στο ΏΧ {. 
Αν συµθολίσουµε µε 1φρ την ταυτοτική απεικόνιση του Ζ, τότε έχουµε το 


2.6.8 Θεώρημα. Με τους προηγουµένους συμθοβισμούς ισχύουν τα εξής συµπερά- 
σµατα: . 

) Η τριάδα (Φ, {, ε) είναι προθοβικὀ επίπεδο. 

ἵ) Το ζεύγος (1, «ῇ) είναι ισομορφισμός μεταξύ των προθοῄικών επιπἑδων (0, {, ) 
και(ς, {, ε). 


Απόδειξη. Για το 1) επαληθεύουµε τα αξιώματα του προθολικού επιπέδου. 
(ΠΕ 1): Αν Ρ, ϱ είναι δύο οποιαδήτιτε σηµεία της δεύτερης τριάδαςµεβρ-{9ο, 
τότε, ὡς σηµεία του πρώτου προθολικού επιπέδου, ορίζουν µονοσήμµαντα την ευθεία 
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Ῥν ο. Συνεπώς ορἰζξεαικαιη ὀ(Ρνο) ε .. Επειδή (Ρ,Ρν9) ε{, θαείναιΡ εοὐ(βνο) 
και, παρόμοια, 9 εοω(Ρν ϱ). Άρα, η ο(Ρν ϐ) είναι µια ευθεία του 4{, που περιέχει 
(ή ορίΐξεται απτό) τα σηµεία Β, 9. Η ευθεία αυτή εἶναι και μοναδική. Πραγματικά, αν 
υπήρχε και κάποια άλλη ευθεία από το 4{, που να περιέχει τα Β, Ο, τότε αυτή 9α 
εἴχετη µορφή ὁ(Κ). για κάποια κε {. Επειδή Ρ, 9 ε ο(Κ). λόγω της (2.6.6) 9α ήταν 
(Ρ,) ε Γ 595 (0, Κ). Αλλά Ρ  Ο, οπότε το (ΠΕ 1) στο προθολικό επίπεδο (ύ, 6, Γ) 
συνεπάγεται ότι κΞ ΡΝ ϱ, ἁρα και ὁ() Ξ ὁ(Ρν ϱ). απ’ όπου προκύπτει και το 
μονοσήµαντο της ευθείας (του 4{}, η οποία περιέχει τα Ρ και ϱ. 

(ΠΕ 2): Αν «(19 και ὀ(8) είναι στοιχεία του { µε (1) -Ε «(β, τότε και κ 
(βλ. Πρόταση 2.4.2). Συνεπώς, από το (ΠΕ; 2) για το (Φ, {, Γ). ορίξεται το σηµείο 
ΡΞΚΛΙ. Επειδή (Ρ, ΙΟ) ε Γ 35 /(8Ρ,Β) οιτελευταίες σχέσεις και η (2.6.6) συνεπάγονται 
ότι Ρ εω(Ι) Ωω(8Β, δηλαδή οι (1) και «(β) έχουν κοινό σηµείο. 

(ΠΕ 9): Επειδή το Φ είναιτο ίδιο και στις δύο τριάδες και η πρώτη είναι προθολικό 
επίπεδο, μπορούμε να βρούμε τέσσερα σηµεία Ρι({Ξξ 1,...,4) διαφορετικά και ανά 
τρία µη συγγραμµικά (ώς προς τις ευθείες του 4). Τα σηµεία αυτά δεν είναι ανά 
τρία συγγραµμµικά και ὡς προς τις ευθείες του {. Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι 
υπάρχει κάποια ευθεία ο(1). του περιέχει, ας πούμε τα Ρι, Ρο. Ρα, τότε Όα ἦταν και 
(,ΚεΓ(Γ- 1,2,9), δηλαδή τα σηµεία Όα ἦσαν συγγραµµικά στο πρώτο επίπεδο 
(ἀτοπτο). 

Για το συμπέρασμα 1) παρατηρούμε ότι, σύµφωνα µετον ορισμό της ο], 


[ν (ΡΚ)εΦσχΧ{ (ΡΚεΓΙ Ὁ [ιρ(β)Ξ Ρεο()]Ι. 


Ἆρα, το ζεύγος (1Φ, ο) είναι µορφισμός προθολικών επιπέδων. Επειδή η 1ρείναι 1-1 
και επί, το Πόρισμα 2.6.6 ολοκληρώνει την απόδειξη. Π 


2.6.9 Παρατηρήσεις. Με τη βοήθεια του προηγουμένου ισομορφισμού (19, ο), το 
προθολικό επίπεδο (6, {;, Γ) ταυτίζεται µε το προθολικό επίπεδο (6, 6, ε) του οποίου 
οι ευθείες είναι σημειοσύνολα, δηλαδή υποσύνολα του {. Έτσι, ταυτίζοντας (µέσωτης 
9) µια ευθεία Κε { µετη σηµειοσειρά της «(1), κάθε σηµείο Ρτης Κ [µετην έννοια: 
(Ρ, Κ) ε ΓΙ µπορεί να θεωρηθεί και σηµείο της ευθείας (σηµειοσειράς) ὁ(1) ε { [με 
τη συνήθη συνολοθεωρητική έννοια, δηλ. Ρ ευ(κ). 

Όπως εξηγήσαµε και στη συζήτηση πριν το Θεώρημα 2.6.8. τα προηγούμενα 
βρίσκονται σε συμφωνία µε τη Στοιχειώδη Γεωμετρία (όπου οι ευθείες είναι σύνολα 
σημείων) και δικαιολογεί τις εκφράσεις: «ένα σηµείο ανήκει σε µία ευθεία», «δύο 
ευθείες τέμνονται σ’ ένα σηµείο» κλπ., τις οποίες έχουµε χρησιμοποιήσει ἠδη από 
τους πρώτους ορισμούς. 


2.6.10 Ασκήσεις. 


1.Αν(φ,ψ). (0, 1.) -»(’, {’,Ε) είναι µορφισμός προθολικώὠν επιπέδων 1 - 1, τότε 
ισχύει η συνεπαγωγή: 


ΠΦΘθεΡρχΕέ:ΡρέΏ 395 ΙφΒΡ) ἐψίθ]. 
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Τι συµθαίΐνει αν παραλειφθεί η υπόθεση ότι ο µορφισμός (φ, ψ) είναι 1-1; 
2. Με τις υποθέσεις της προηγουµένης άσκησης, έχουµε ότι: 
[ν(Ρ,ΔδεφΦχ/{: φ( εψ(θ! 35 [Ῥρεβρ]. 


8. Αν (Φ, Ψ) εἶναι ισοµορφισμµός, τότε το ζεύγος (Φ'!, ψ”') είναι πορφισμός προθο- 
λικών επιπέδων. (Να συνδυαστεί η άσκηση µε την Παρατήρηση 2.6.9). Συµθολικά 
γράφουμε ότι: 

(ϱ  ψ])ξι(Φψ)) 


4. Ἐστω ότι (φ, ψ) εἶναι µορφισμός 1 -1 μεταξύ προθολικών επιπέδων. Τότε κάθε µία 
από τις απεικονίσεις του ζεύγους εκφράζεται μέσω της άλλης. 


5. Αν (ῳ, Ψ) εἶναι μορφισμός προθολικών επιπέδων και η ᾧ εἶναι απεικόνιση 1 -]Ι, 
τότε για οποιονδήποτε άλλο µορφισμό (φ. Ψ’) θα είναιψ Ξ ψ’. 


6. Να αποδειχθεί ότι το Ῥο, όπως ορίστηκε στο Παράδειγμα 2.2.9[2), είναι ισόµορφο 
µε το προθολικό επίπεδο της Άσκησης 2.2.9(5). 


7. Αν (φι, Ψι) είναι µορφισμός του προθολικού επιπέδου (Φι, {ι, Γι) σιο(Φο, {ο, Γο) 
Και (φ., ψ.) μορφισμός του (0ο, {ο, 19) στο (7α,5, 14), τότε και το ζεύγος (2 9 
Φι, Ψὸο ο Μι) είναι µορφισμός του (Φι, {ι, Γι) στο (Όα, {., 9). Συµθολικά γράφουμε 
ότι: 


(Φορ ο Φι, ψο9ο ψι) Ξ: (Φ., Ψο)ο(φι, ψι). 


8. Δίνονταιτα προθολικά επίπεδα (0, 6, ε), (9’, 4’, ε) και υποθέτουμε ότιφ: 2 -υ 4’ 
εἶναι απεικόνιση 1 -1 και επί, η οποία διατηρεί τη συγγραµµικότητα σηµείων, 
δηλ. απεικονίζει συγγραµμµικά σηµεία του πρώτου επιπέδου σε συγγραµµικά σηµεία 
του δευτέρου. Τότε υπάρχει µία μοναδική Ψ: { -» 4’. ἐἔτσι ὡστε το (ῳ, Ψ) να εἶναι 
ισοµορφισμός μεταξύ των δύο τιροθολικὠν επιπέδων. 


9. Αν (ύ, {, Ε) είναι ἑνα προθολικό επίπεδο, συµθολίζουµε µε ὁΠιί(Φ) το σύνολο 
των αυτομορφισμών του (δηλ. των ισομορφισμών του επιπέδου στον εαυτό του). Να 
αποδειχθεί ότι το ὁὍΠιι() αποτελεί ομάδα (µε πράξη τη σύνθεση τῶν μορφισμών, 
όπως αναφέρεται στην παραπάνω Άσκηση 7. 


Τα στοιχεία του ὁΠιιί(ώ) καλούνται, ιδιαιτέρως, συγγραµµικότητες του προ- 
βολικού επιπέδου (0, {, Γ), ενώ το ζεύγος (6, «Πιιί()) αποτελεί τη Γεωμετρία 
ΚΙείπ αυτού. Οι χαρακτηριστικές ιδιότητες ενός προθολικού επιπέδου προικύ- 
πτουν από αντίστοιχες ιδιότητες της ομάδας «Πμί(Φ) και ορισμένων υποομάδων 
της. Ἡ ορολογία αυτή χρησιµοποιείται προς τιμήν του Ε, ΚΙείπ, ο οποίος εἶ- 
χε την ιδέα να μελετήσει τη γεωμετρία ενός συνόλου 5, εφοδιασµένου µε µία 
δοµή, μέσω της αντίστοιχης ομάδας «ιι(ς). Έτσι, η Γεωμετρία ΚΙείπ του 5 
είναι το ζεύγος (5, ὄΠιιί(9)). Την ιδέα αυτή ανέπτυξε ο ΚΙείη το 18Υ2 στο περί- 
Φφημο ΕΤΙ8ΏΡΕΙ ΡΓΟΡΤΑΠΙΙΠΗ (Πρόγραµµα του ΕΤΙ8ΏΡΕΙΙ), που είχε πολύ µεγάλη 
επίδραση στην εξέλιξη της Γεωμετρίας. 
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2.7 Αλγεθρική µελέτη του Ῥὸο 


Στο Παράδειγμα 2.2.9(2) ορίσαµε το πραγµατικό προθολικό επίπεδο Ῥο. Επειδή το 
επίπεδο αυτό προκύπτει από τον χώρο Κὸ, στον οποίον υπάρχει η δυνατότητα να 
χρησιµοποιηθεί ο μηχανισμός της Γραμμικής Άλγεθρας, το Ῥο εἶναι ένα πρώτο (και 
σημαντικό) παράδειγµα συσχετισμού της Προθολικής Γεωμετρίας µε την Άλγεθρα, 
που οδηγεί στη γενικότερη ιδέα της αλγεθροποίηση του τυχόντος προθολικού επτιπτέ- 
δου. 

Όπως εξηγήσαµε στο προαναφερόµενο παράδειγµα, τα σηµεία του Ῥ» είναι ακρι- 
βώς οι ευθείες του Εδ, οι οποίες διέρχονται από το 0 Ξ (0,0, 0), ενώ οι ευθείες του 
Ρο είναι ακριθώς τα επίπεδα του Εδ, τα οποία επίσης διέρχονται από το 0. 

Ας θυμηθούμε από την Αναλυτική/Γραμμική Γεωμετρία ότι, αν ἕ εἶναι µια ευ- 
θεία του Εξ, που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, τότε η ἕ ορίζεται πλήρως από 
το 0 και τυχόν άλλο σηµείο της (ας, Ῥο, 60) (0,0, 0). Ακριθέστερα 


(2.7.1) ἕ - {ίίας, Ὀο, ου) τε Εξ]. 


Προφανώς, για δύο τυχόντα σηµεία (α, ΜΒ, ο), (α’, Ρ’, ο’) της ἕ, που είναι διαφορετικά 
μεταξύ τους καθώς και προς το Ο, υπάρχει κάποιο ὃ ε ΚἘ. Ξξ Κ -- {0], έτσι ώστε 
ία. 6 ο πα ο. 

Απτο άλλο µέρος, ένα επίπεδο του ΚΕ, που διέρχεται από το Ο, ορίζεται από µία 
εξίσωση της µορφής 


0.7.2) αχ -βυ-γΣ 0, 


όπου οι συντελεστές α, β, Υ είναι στοιχεία του Εξ µε (α,β, γ) -Ε (0,0, 0). Οι τριάδες 
ας, 2). που είναι λύσεις της (2.7.2), αποτελούν τα σηµεία του επιπέδου. Επειδή 
ένα τέτοιο επίπεδο καθορίζεται πλήρως από την τριάδα (ία, β, γ), το συμθολίζουµε µε 


ία, β. Υ). 
Αν θεωρήσουμε δύο επίπεδα Πα, β, γ) και Π(α’, β’, Υ’). τότε διαπιστώνουμε ότι 


Πία, β,Υ) Ξ Πα, β.Υ) 3 3ΛεΧ. : (α,β) Ξ Άία,β,γ). 

Πραγματικά, η σχέση (2.7.2) συνεπάγεται ότι 

(α, β. Υ) --- (Χ. ὐ. 2), 
για κάθε(κχ,υ, 2) εΠία, β, γ). ἀρα 

(α,β, γ) -ἰ Ηία, β. Υ). 
και παρόμοια 

(α’.β’,Υ) «ἰ. Πία’. β’,Υ). 
Ἐπιομένως, 
Πία, β.Υ) Ξ ία’. β’.Υ) 8 (α,β, Υ) { (α,β, γ) 
5 (α.β.Υ)Ξ Ἶία, β,γ). 
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Οι προηγούμενες υπενθυμµίσεις Θα µας επιτρέψουν να κατασκευάσουµε, µε αλγε- 
βρικό τρόπο, ἑνα προθολικό επίπεδο ισόµμορφο µετο Ῥο. Λόγωτης ισοµορφίας αυτής 
9α ταυτίζουµε τα δύο επίπεδα, οπότε Θα έχουµε την δυνατότητα να μελετήσουμε το 
Ῥο µε αλγεθρικές μεθόδους. Για το σκοπό αυτό, στο χώρο 


Κὸ :-- Κὸ --((9,0, 0)], 
ορίζουμε την επομένη σχέση ισοδυναμίας: 
(ο τα] αρ ία, μἩισι -. ΠβπεΕ τα ο, ο ιπ.Πα Βιε], 


Την κλάση ισοδυναμίας του σημείου (α, Ρ, ο) συµθολίζουµε µε [α, Β, ε] (αντί του τιο- 
λυπιλοκοτέρου [ία, Ρ, ο)/). Προφανώς, 


[αι Ρ. α] -- [Ἴία. Ρ. ο | { ε Β.). 


Ο αντίστοιχος χώρος-πηλίκον Εξ /»-, δηλαδή το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυνα- 
μίας, οι οποίες προκύπτουν µε τον προηγούμενο τρόπο, συμµθολίξεται µε 3". Άρα, 


(2.7.4) φα.:Ξ Κὸ /.- Ξ [[α, Β, ε] | ία, Β, ο) ε Κ5]. 


Πιο κάτω, τις κλάσεις του Φή Θα τις αντιστοιχίσουµε στα σηµεία του Ῥὸ, (δηλαδή τις 
ευθείες του Εὸ, που διέρχονται από την αρχή των αξόνων). 

Στη συνέχεια, για µια τριάδα (α,β, γ) ε Ελ, (που μπορούμε να θεωρήσουμε ότι 
αντιστοιχεί στους συντελεστές ενός επιπέδου αττό το 0) ορίζουµε και την ισοδυναμία 
(επίσης στο Ε9): 


(9.7.5) (α,β,γ) (α,β, γ)ὶ 5» Λεχ. (α,β γ) Ξ Ἆία, β.γ). 
και θέτουμε 
9.7.6) {- Ξ[«α,β,γΣ|ία.β,γ) ε Ες]. 


Θα δούµε πιο κάτω ότι τα στοιχεία (κλάσεις) του {“ αντιστοιχούν στις ευθείες του Ῥο 
(δηλαδή στα επίπεδα του Εὖ, που διέρχονται από την αρχή των αξόνων). 

Μεταξύ των Φ« και {- υπάρχει µια προφανής σχέση σύµπτωσης (λόγω του συ- 
σχετισμού τους µε τις ευθείες και τα επίπεδα του Ε9), του δίνεται απο την 


μὴ [ρ.α.τ]ε «α.βηγ»Σ 9» αρτβα-τ γΤ. 


Ἠπίσης, ϱ Ω {3 Ξ 0. Ἐπομένως, σχηματίζεται η τριάδα (65, {3,ε), όπου ο εκθέτης 
«.) χρησιµοποιείται για να υποδηλώσει ότι η κατασκευή της έγινε µε τον «αλγεθρικό» 
τρόπο που περιγράψαμµε. 

Πριν αποδείξουμε ότι η τριάδα (64, {5, Ε) αποτελεί προθολικό επίπεδο, ας ττα- 
ρατηρήσουμµε ότι οι ισοδυναµίες (2.7.9) και (2.7.5) δεν διαφέρουν μεταξύ τους απιό 
συνολοθεωρητική άποψη. Όμως, όπως προαναφέραμε, οι κλάσεις της πρώτης 9α 
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αντιστοιχούν σε σηµεία του Ῥ.ο, ενώ οἱ κλάσεις της δεύτερης στις ευθείες του. Λόγω 
αυτής της διαφοροποίησης, χρησιμοποιούμε τα σύμθολα [ ]και« Ἄγια να διακρί- 
νουµε μεταξύ τους τις αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναμίας. Έτσι, για παράδειγµα, αν 
(κ, υ, 2) ε Κδ, τότε τα στοιχεία [χ, 1), 2] και «χ,Ν,Ζ5 συμθολίζουν εντελώς διαφορετι- 
κά αντικείμενα στο υπό κατασκευήν προθολικό επίπεδο (Φ5, {5:,ε):το [κ, υ, 2] εἶναι 
ένα σηµείο του, ενώ το «αχ,.Ζ2 είναι µια ευθεία του ιδίου επιπέδου. 


2.7.1 Θεώρημα. Η τριάδα Ῥο τ- (0, 4", ε) ορίζει ἑνα προδοβΛικὀ επίπεδο, ισόμορφο 
προς Το Ῥο. 


Απόδειξη. Για την απόδειξη του (ΠΕ, 1) θεωρούμε δύο οποιαδήποτε σηµεία [αι, Ῥι. οι] 
και [α»ρ, Ρο, ο] του Φ µε [αι, δι, οι] - [αρ, Ρο, ο] (επομένως, δεν υπάρχει 3 ε Κ., 
τέτοιο ὡστε (αο, Ῥο, 0) Ξ ᾖΆίαι, Ρι, 6ι)). Θα δείξουμε ότι τα δύο σηµεία ορίζουν µία 
(μοναδική) ευθεία. Αν καλέσουμµε «κ.,.2Ζ:5 την ευθεία αυτή, τότε Θα ικανοποιείται 
το οµογενές σύστηµα των εξισώσεων 

αιχ Γδιυ -οιΖζΞξ0 
ο αχ ΓδΡου ΕΟΖΞΟ 


Το τελευταίο, σύµφωνα µετη γενική θεωρία των (ομογενών) γραμμικών συστηµάτων, 
διαθέτει µη μηδενικές λύσεις και το σύνολο όλων των λύσεών του αποτελεί γραμμικό 
χώρο διάστασης 1 (βλ. σχετικώς [2, σελ. 1951], [4, σελ. 249]. [159. σελ. 84). Ἐπομένως, 
αν (ας, 9, 2) εἶναι µια οποιαδήποτε µη μηδενική λύση, τότε κάθε άλλη λύση, επίσης 
μη μηδενική, 9α είναι της µορφής (Χ’, 1,2’) Ξξ Λ(κ.υ. 2) µε Ά ε Κ.. Δηλαδή όλες οι 
μη µηδενικές λύσεις του συστήµατος (2.7.8) ορίζουν ακριθὠς μιαν ευθεία «κ, 2:. 
οπότε αποδεικνύεται το (ΠΕ; 1). 

Για την απόδειξη του αξιώματος (ΠΕ, 2) θεωρούμε δύο διαφορετικές ευθείες 
«αι,βι,γι-Σ και «α.,βο,γο του {-, οπότε αναζητούμε ένα κοινό σηµείο [α, 1), Ζ|. 
Τότε 9α πρέπει να επιλύσουµε το σύστηµα 


αιχ Έβιυ ΕγιΖΞξ0Ο 
αχ Ε βου ΕγοΖΞ 0Ο 


που είναι ακριθώς του τύπου (2.7.8). Άρα, µε την ἶδια μέθοδο, αποδεικνύουµε την 
ύτιαρζη ενός (μοναδικού) [α, ὐ, 2] µε τη ζητουµένη ιδιότητα. 

Τέλος, θεωρούµετα σηµεία [1, 0, 01, [0, 1, ΟΙ. [0,0, 1] και[1, 1, 1]. Διαπιστώνουμε 
στοιχειωδώς ὁτι είναι διαφορετικά μεταξύ τους. Επίσης δεν είναι συγγραµµικά ανά 
τρία. Για παράδειγµα. αν τα [1.0,01, [0,1.0] και [1.1.1] ἦσαν συγγραµµικά και 
«Χ..25 η κοινή τους ευθεία, τότε από την (2.7.7) Θα είχαμε ότι (α, υ, 2) Ξ (0,0, 0). 
που δεν έχει έννοια [βλ.επίσης καιτην Εφαρµογή 2.ή.2(4) στη συνέχεια]. Επομένως 
ικανοποιείται και το αξίωμα (ΠΕ. 9). 


Αφού δείξαµε ότι η τριάδα (Φ5, 65”, ε) εἶναι προθολικό επίπεδο, για να το συγκρἰ- 
νουµε µε το (γεωμετρικό) Ῥο Ξ (Φ, {,ς). ὁπωῶς το έχουµε ορίσει µέσω ευθειών και 
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επιπέδων του Κὸ, ορίζουµε τις απεικονίσεις ὢᾳ: Ῥ-» Φα και ια: {-οὸ {4 µε 


2.7.9) φΞ[ίία,ν,ο |{εΕ) ιο [αι Ψ, ο] ε ρ", 
(2.7.10) {95 Πία, β,γ) ποπ «α.βιγε {-. 


Οι ὦι και Μα είναι καλά ορισμένες. Θα δείξουμε ότι το ζεύγος (Φ,, Ψα) εἶναι 
μορφισμός προθολικών επιπέδων. Πραγματικά, αν Ρ και { είναι σηµείο και ευθεία, 
αντιστοίχως, του Ῥο µε Ρ Ε ΑΡ, τότε μπορούμε να γράψουμε ότι 


Ῥθπα ο  εςες κα ἑξπία βῷ, 
για κάποιες τριάδες (α, Ρ, ϱ) και(α, β, γ)του Εξ. Επειδή 
Ρεῇβ δὁ {ἰία,Ρβ,οΙέε]) ς Πία,β,γ), 
προκύπτει ότι κάθε σηµείο {ία, ΜΒ, ο) µε { -Ε 0 ικανοποιεί την (2.Υ.3). δηλαδή 
αίία) -- β({9) «γ(ίο)Ξ0Ο ἡ ααἲ-ββθ-«γςο0, 


πράγµα που σημαίνει ότι [α, Β, ε] ε «α,.β.Υ-Σ. Ἐπομένως, σύμφωνα µε τον ορισμό 
των Φ, και Μα, εἶναι 


Φα(ϱ) -ἰα.β,ε]ε-α,β.γ»2” Ῥααία,β, γ)), 


που αποδεικνύει ότι το ζεύγος (Φι,. Ἔα) εἶναι πράγματι µορφισμός. 

Τέλος διαπιστώνουμε αμέσως ότι οι απεικονίσεις Φ,, Μα είναι 1] - 1 και επί (αρκεί 
ο έλεγχος της µιας), ἀρα το (Φςᾳ, Τα) ορίξει έναν ισομορφισμό μεταξύ των προθολικών 
επιπέδων Ῥο και Φ”. Π 


Σχόλιο: Εξαιτίας της ισοµορφίας του Θεωρήματος 2.7.1, ταυτίζουµε τα επίπεδα Ῥο 
και Ῥὸ, οπότε χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμθολο Ῥο Και για τα δύο. Έτσι το Ῥὸ 
μπορεί να ερμηνευθεί και να μελετηθεί κατά δύο (ισοδύναµους) τρόπους: είτε 
όπως στο Παράδειγμα 2.2.9(9) ῃπε ευθείες και επίπεδα του ΚΕ], είτε µε κλάσεις 
ισοδυναμίας, όπως πιο πάνω. Η προτίμηση για τον έναν ἠ τον άλλον τρόπο υ- 
παγορεύεται από το συγκεκριµένο πρόθληµα που αντιμετωπίζουμε κάθε φορά. 


2.7.2 Μερικές εφαρμογές στο Ρ.. 


(1) Να βρεδεί το σηµείο τοµής των ευδειών «Ο,1,235 και« 1,0,1-. 
Πρώτα διαπιστώνουμε ότι οι δύο ευθείες είναι διαφορετικές, αφού δεν υπάρχει Ώ ε 


Ἐ., τέτοιο ὡστε (1,0,1) - Ί(0,1,2). Επομένως, αν [α, ὐ, Ζ] εἶναι η ζητουµένη τοµή, 
τότε 9α επαληθεύεται το σύστηµα των εξισώσεων 


ΟχΓΙυ 22-00 
1χ-γουτ1Ζ2-0ο 
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απ’ ὀπου προκύπτει ότικχ- -Ζκαιτι- -22. Ἐπομένως 
[χ.υ. 2] Ξ [--2,.--227,2] - [--2(1,2.--1)|. 
Επειδή Ζ 4 0 [αλλιώς Θα ήταν (α, ὐ, 2) Ξ (0,0, 0). άτοπο], έχουμε τελικώς ότι 
«Ο,1.25Λ«1.0.12Ξ5[1.2,--1]. 


(2) Να βρεδεί η µορφή τωυ σημείων της ευδείας {- «0,1,25. 


Αν συµθολίσουµε µε [κ, Ἡ. 2] το τυχόν σηµείο της 6, τότε 
κου σει ε ος Τη Γ25Έ0 5 ΗΞ--2, 


δηλαδή τα σηµεία της { έχουν τη µορφή [χ,.υ. 2] [α, -27, 2]. 
Επειδή (α, ὐ. 2) π (0,0,0), Θα είναι εἴτε χ - 0, είτε Ζ 4 0. Για χ 0, Όα έχουµε 
ότι 
Ζ Ζ Ζ 2 
[χυ.2ζ]ξ[α.-22,2]Ξ- καντε, ] Ξ [πν-οᾖ, ή], 
Χ Χ Χ Χ 


“4 
οπότε, θέτοντας Ώ -- --' Καταλήγουµε στην 
ας 


(2.7.1 1) [χ.υ,2]Ξξ[1,--23, Λ], υγ Λεχ. 
Στην περίπτωση που εἶναι Ζ 4 0. Θα έχουµε ότι 
νὰ κ. 
[χιυ.2]ξ{[1,.-22,7]- α. -2, 1) . ε -2, η, 
α Ζ 
άρα, για µ.Ξ κ/Ζ. προκύπτει ότι 
2.7.12) [χ,υ.ζ]Ξ [μ,--2, 11, Υγ μεχκ. 


Τις (2./.11) και (2.7.12) μπορούμε να ενοποιήσουµε ὡς εξής: για 3 Ξ- 0 παίρ- 
νουµε το σηµείο [1.0, ΟΙ. ενώ για Ώ -Ε 0 είναι 


κα ο] [κ 


το οποίο (προφανώς) αποτελεί σηµείο της µορφής (2.7.12). 

Ἐτιομένως, τα σηµεία της ευθείας «0,1,23 εἴναιτο [1,0,0] και όλα τα σηµεία 
της µορφής [μ.-2.1].μεμε-γ. 
(38) Να βρεδεί η ευδεία την οποίαν ορίζουν τα σηµεία [0,0, 1] και[1, 1, 1]. 


Διαπιστώνουμε ότι [0,0, 11] -ε [1 1. 1]. ἀρα ορίζεται η ευθεία [0,0,1]ν [1,1 1]. Αν 
την καλέσουμε «κ, .Ζ:. τότε Θα επαληθεύονται οἱ εξισώσεις 


2Ξ0, ακτεΈυςζΖΞο0. 
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από τις οποίες προκύτιτει ότι 
«χιυ 2ὸ ««Χ, χθοσ«1ι1.-Ι1.0 
(επειδή αναγκαίως είναι χ 0). Επομένως, 
[0,0,11ν{Π1,1,1]- «1,-Ι1,0-. 


(4) Να βρεδεί η συυδήκη συγγραμµικότητας τριών σημείων. 
Ας υποθέσουμε ότι ζητούµε να βρούμε µία ευθεία «Χ.,.Ζ:25. η οποία να περιέχει 
τρία δεδοµένα σηµεία [αι, δι, οι]. ἱ Ξ- 1, 2, 93. Τότε Θα πρέπει το ομογενές σύστηµα 


(2..139) αιχ ΓΡ Κοξ ο; οι 2, , 


να διαθέτει µία λύση διάφορη της µηδενικής. Αυτό συμµθαίνειτότε και μόνον τότε αν η 
ορίζουσα των συντελεστών του (2.7.19) μηδενίξεται. Επομένως, η ζητουµένη συνθήκη 
είναι η 


αι δι οι 
(2.7.14) αρ Ρο Ο| 0. 
αν Ῥᾳὰ ον 


2.7.3 Ασκήσεις. 


1. Να αποδειχθεί ότι οι σχέσεις (2.7.9), (2.7.6) ορίζουν πράγματι σχέσεις ισοδυνα- 
μίας. Ἐπίσης να αποδειχθεί ότι η σχέση σύμπτωσης (2.7.7) δεν εξαρτάται από την 
επιλογή των αντιπροσώπων των κλάσεων. 


2. Στο Θεώρημα 2.7.1 να συμπληρωθεί η απόδειξη του (ΠΕ). 8), και να αποδειχθεί 
ότι οι Φ,, Ἔα εἶναι καλά ορισμένες απεικόνίσεις 1-1 και επί. 


3. Να βρεθεί η ευθεία που ορίζουν τα σηµεία 
α) [2.1.9] και[1,0, --1]. 
β) [1,0,--2] και [--2,0, 4]. 
4. Να βρεθεί η τομή των εὐθειών 
1 
α) «2.-1.0,και«-]Ι, 5 0», 
β) «Ι1,0,0και«1,-2,12. 


5. Να βρεθεί η µορφή των σημείων της ευθείας «0,0, 1. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 


ῶ 


Διαφορίσιμες Καμπύλες 


Το πρόδβηµα της κατασκευής επιπέδωυ χαρτών της επι- 
φάνειας της Γης υπήρξε µία απὀ τις απαρχἑὲς της Διαφο- 
ρυκής Γεωμετρίας, η οποία µπορεί χουδρυικἀ να περιγρα- 
φεί ὡς η έρευνα των ιδιοτήτων των καμπυβών και επιφα- 
νειών...Μια ἀῃβη απαρχή αυτής της «τοπικής γεωμετρίας 
ήταν η µεΠέτη, στου 17ο και 18δο αιώνα, τωυ εφαπτοµέ- 
νωυ, των πρὠτων καθέτων και της καμπυβότητας, µε του 
ΙΔιαφορικό] Λογισμό να ἑχει δώσει ικανά εργα/λεία για τη 
γενική επίθεση 


Ὦ. Τ. ΒΕΙΠ, [Υ, σελ. 959] 


ΜΜ ΕΤΑ ΑΠΟ ΜΙΑ ΣΥΝΤΟΜΗ ιστορική αναδρομή, στην Παράγραφο 1 δίνονται οι βα- 
σικοί ορισμοί που αφορούν τις διαφορίσιµες παραμετρηµένες καμπύλες. Ἡ 
έννοια της αναπαραµέτρησης εισάγεται στην Παράγραφο 9, όπου αποδεικνύεται ὁ- 
τι κάθε κανονική καμπύλη δέχεται αναπαραµέτρηση µοναδιαίας ταχύτητας. Για τις 
τελευταίες ορίζονται οι θεμελιώδεις έννοιες της καμπυλότητας και στρέψης, καθώς 


Τὸ 


74 Κεφάλαιο 3. Διαφορίσιμες Καμπύλες 


επίσης και το τρίεδρο, Εγεπεί-δεττγεῖ. Τα ίδια στοιχεία για καμπύλες τυχαίας ταχύ- 
τητας εξετάζονται στις Παραγράφους 4 και 5. 


3.0 Εισαγωγή 


Καμπύλες ὁπωῶς ο κύκλος, οι κὠνικές τομές, οἱ έλικες και οι σπείρες εἴχαν απασχολή- 
σει τους αρχαίους Έλληνες. Με σχετικά προθλήµατα είχαν ασχοληθεί ο Πλάτωνας, 
ο Μέναιχμος, ο Απολλώνιος, ο Αρχιμήδης, κ.α. Επίσης για την αντιμετώπιση των 
περίφηµων άλυτων {µε κανόνα και διαθήτη) προθληµάτων εἶχαν ανακαλυφθεί και 
μελετηθεί η κισσοειδἠής του Διοκλέους, η κογχοειδής του Νικοµμήδους και η τετρα- 
γωνίζουσα του Δεινοστράτου. 

Ένα σηµαντικό πρόθληµα που απασχόλησε τους μαθηματικούς από την εποχή 
της αρχαιότητας, ήταν η χάραξη της εφαπτοµένης σε ἑνα σηµείο µίας καμπύλης. 
Το πρόθληµα αντιμετωπίστηκε φυσικά στο πλαίσιο της γνωστής τότε (συνθετικής) 
Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Οι απαντήσεις που δόθηκαν ἠσαν μόνον μερικές και α- 
φορούσαν συγκεκριμένες καμπύλες. Μια καλλίτερη προσέγγιση έγινε δυνατή στο 
πλαίσιο της Αναλυτικής Γεωμετρίας. Παρά τις σημαντικές προόδους που σηµειώθη- 
καν στην κατεύθυνση αυτή από τους Ἡ. Ὠεδοατίες, Ρ. Εεγπιαί και Ο. ΠιΙγρεῃς, και 
πάλι η γενικἠ μέθοδος επίλυσης του προθλήματος σταματούσε όταν επρόκειτο να 
αντιμετωπιστούν εξισώσεις βαθμού ανωτέρου του 9. 

Το πρόθληµα του προσδιορισμού της εφαπτοµένης επιλύθηκε στη γενικότητά του 
µε την χρήση του Διαφορικού Λογισμού, που μαζί µε τον Ολοκληρωτικό Λογισμό 
άσκησαν τεράστια επίδραση στην εξέλιξη της μαθηματικής επιστήμης. 

Ἡ χρήση του Διαφορικού Λογισμού στη µελέτη της Γεωμετρίας οδήγησε στην δη- 
µιουργία ενός νέου κλάδου, της Διαφορικής Γεωμετρίας. Στην ανάπτυξη της Διαφορι- 
κής Γεωμετρίας των καμπυλών είχαν θεμελιώδη συμµθολή οι]. Νανίο, «. 187. ΤεἰοηίΖ, 
Ι.. Εω]ετ, ᾱ. Μοηρε, ο. Βεγπου!, Α. Ο. Οιαἰταιαί, Ε, Ετεπεί, ο. Α. δειτεί, ΟΠ. Ὀαρίῃ, 
ο. Βετίταπά, και πολλοί άλλοι. 

Ἡ µελέτη των καμπυλών, εκτός από το καθ’ αυτό μαθηματικό ενδιαφέρον της, 
έχει σημαντικές εφαρμογές στη μηχανική, στη ναυσιπλοῖα, στον προσδιορισμό των 
τροχιών ουρανίων σωμάτων ἡ συστηµάτων δορυφόρων, κ.α. 

Εδώ Θα γνωρίσουμε μερικές βασικές έννοιες και συμπεράσματα της λεγόμενης 
τοπικής θεωρίας των καμπυλών. 


3.1] Διαφορίσιμες καμπύλες 


Στην Αναλυτική Γεωμετρία, λέγοντας καμπύλη εννοούμε ἑνα σύνολο σημείων ἅ (του 
χώρου ή του επιπέδου) που ικανοποιούν ορισμένες συνθήκες. Για παράδειγµα, μττο- 
ρεί να είναι ο γεωμµετρικός τόπος σημείων που ικανοποιούν µια συγκεκριμένη ιδιό- 
τητα (Κύκλος, έλλειψη, Κλπι), το γράφημα µιας συνάρτησης {: Εξ -» . η τροχιά 
ενός κινητού, κ.ο.κ. Σκοπός µας εἶναι να εφαρμόσουμε μεθόδους του Διαφορικού 
Λογισμού στην µελέτη του ἅ, και για να γίνει αυτό Θα πρέπει να δούµετις καμπύλες 
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ὡς εικόνες κατάῃπηβωνυ συναρτήσεων, δηλαδή νατις παραμµειρήσουμµε. Ετσι, δίνουμε 
τον επόμενο ορισμό: 


3.1.1 Ορισµός. Μια παραμετρηµένη καμπύλη στο χώρο (ραταπιείτἰζεά ο1νθ), ἡ 


απλώς καμπύλη στο χώρο (5Ρ86ε ον) εἶναι µια συνεχἠς απεικόνιση α: 1 -» Εὺ, 
όπου Ι ς Ἱ είναι ἑνα διάστηµα. 


Ἐτιομέμως, ο όρος «παραμετρηµένη)» (που συνήθως Θα παραλείπεται στη συνέ- 
χεια) σηµαίνει ότι η καμπύλη περιγράφεται µε την βοήθεια µιας µεταθλητής (παρα- 
μέτρου) { ΕΙ. Σε προθλήµατα Φυσικής η τελευταία μπορεί να παριστά τον χρόνο. 

Επειδή, για κάθε { ε 1. είναι α(ἲ) εδ, η α είναι µία τριάδα της µορφής 


σι ἡ αΞ (αι. α». αφ). 
Κάθε συνιστώσα (ή συντεταγμένη) 
αι Ξταιοα; τα ο. 


όπουη τι: Εὖ -» Ε συµθολίζειτην κανονική προθολἠ στην ἱ-συντεταγμένη, είναι µια 
πραγματική συνάρτηση µιας πραγματικής µεταθλητής. Η συνέχεια της α ισοδυναμεί 
µε την συνέχεια κάθε µιας από τις αι. 

Αν η εικόνα α(1) µιας καμπύλης περιέχεται σε ένα επίπεδο του Εξ, λέμε ότι η α 
είναι επίπεδη καμπύλη (ρίαπε οι1Γνς). Σ αυτήν την περίπτωση. µε µια αλλαγή του 
συστήµατος συντεταγμένων μπορούμε να θεωρούμε ότι α(Ώ ς ΚΣ. 

Ευδιαφερόµαστε ὀχι για την απεικόνιση α (παραμετρηµένη καμπύΠη). αΏῇά για 
τις γεωμετρικέἑς ιδιότητες της εικόνας, δηΠαδή του συνόβου Χ - α(Ώ). Η απεικό- 
νιση α εἶναι απλώς το εργαλείο για την µελέτη του α(/). 


Εδώ πρέπει να παρατηρήσουμε ότι οι καμπύλες 


ντι ντο, 


α. Εξ --υΕξ: ένο (---ί 

2 2 
β.Ε--Εξ: ε»( 
Υ: Ε --υ εἰ. εἰ (ἳ, ϐ) 
(δρ - εκ 
συ α- εδ 


ο. -- 


έχουν την ίδια εικόνα α() -- Β(Ε) Ξ γ(Ε) - δ(Ε) - Δε, δηλαδή την διαγώνιο του Ε3 
(βλ. και Σχήµα 9.] στην επόμενη σελίδα). 

Απ αυτές, 

-η α είναι διαφορίσιµη, µε |ια(θ] - 1,.γιακάθείεἈκ, 

-η β είναι διαφορίσιµη, µε β΄”) «0,γιακάθείετἈκ., 

-η Υ είναι διαφορίσιµη και υπάρχει ένα σηµείο, το Ο, όπου Υ΄(0) Ξ/(0,0), 

-ενώ η ὃ δεν είναι διαφορίσιµη (εννοείται παντού, αφού δεν υπάρχει διαφορισι- 
μότητα στο σηµείο 0). 
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Λ 
ν 
Δε 
» 
ας 
Σχήµα 9.1 


Απιό τα προηγούμενα παραδείγματα προκύπτει ότι: (1) η ίδια καμπύλη Δῃ μπιο- 
ρεί να περιγραφεί ὡς εικόνα διαφορετικών (παραμετρηµένων) καμπυλών και (2) η 
ανυτιαρξία παραγώγου ή ο µηδενισµός της (για µια παραμέτρηση) δεν συνδέονται 
κατ’ ανάγκην µε κάποια ανωμαλία στο σχήµα της εικόνας ΔΩ. Δημιουργούν όµως 
τεχνικές δυσκολίες, γι αυτό θα θεωρήσουμε καμπύλες που διαγράφουν την εικό- 
να µε τον καλλίτερο δυνατό τρόπο, έτσι ὡστε να δίνουν αμεσώτερα τα ζητούμενα 
συμπεράσματα. 

Έστω α: 1 -» Εξ µια διαφορίσιμη καμπύλη και έστω ότι σε ένα σηµείο {ο εἰ- 
ναι α({ο0) 4 Ο. Τότε υπάρχει η εφαπτομένη ευθεία (ἰαηρεπῖ Ἠπε) της α στο σηµείο 


η 


α / (, ) εφαπτομένη 
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α(ίο). του δίνεται από την εξίσωση 
(ο 1.9] εί(5) Ξ α(ἱο) - 5α(ἱ0), 5εχ. 


Ἡ ανυπαρξία ή ο μηδενισμός της παραγώγου αἲ(ἱ0) στο σηµείο {ο δεν επιτρέπουν 
την προηγούµενη έκφραση της εφαπτοµένης. Γι’ αυτό στα επόµενα θεωρούμε μό- 
νο διαφορίσιµες καμπύλες, των οποίων Ί παράγωγος δευ µηδευίζεται πουδευάἀ. Μια 
καμπύλη μ’ αυτήν την ιδιότητα ονομάζεται κανονική ἡ ομαλή (τεριι]αγ), ενώ σε µια 
καμπύλη α που δεν είναι ομαλή, Κάθε σηµείο όπου μηδενίζεται η παράγωγος λέγεται 
σηµείο ανωμµαλίας (της α). 


Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι οι καμπύλες µας έχουν τάξη διαφορισιµότητας αρ- 
κετά µεγάλη (συνήθως 2 8), ὡὧστε να εξασφαλίζεται η ύπαρξη όσων παραγώγων χρειά- 
ζονται. Επτίσης, υποθέτουμε ότι οι καμπύλες µας είναι και απλές, δηλαδή εἶναι α- 
πεικονίσεις 1-1. Επομένως. για να αποφύγουμε τις περιττές επαναλήψεις, µε τον 
όρο «Κανονική καμπύλη» Θα εννοούμε µια απΏή καυουική καμπύβη. ο -διαφορίσιµη, 
μετ 2 9. 


Για µια διαφορίσιµη καμπύλη α. η παράγωγος 
(9.1.3) α(ϐ) -- (αι(ϐ), αο (8), αι(ϱ)) 


ονομάζεται εφαπτόµενο διάνυσμα (ἰαπρεηί νεοίοτ) ἡ διάνυσμα ταχύτητας (νε]οοίίψ) 
της α στο α(ί), ενώ το μήκος του ανωτέρω διανύσματος 


1/2 


υ( 1 |α(0|| Ξ- (αι(07 ε- αο(θ” -- αι (ϐ”) 


ονομάζεται μέτρο της ταχύτητας (5ρεες/) της α στο {. 
Αν και η α’ εἶναι διαφορίσιµη, τότε η δεύτερη παράγώγος 


(9.1.4) α (0 Ξ (αι (0). α» (8). ας (9)) 


ονομάζεται επιτάχυνση (αοοε]εταίΙοπ) της α στο {. 


Για µια διαφορίσιµη καμπύλη α: 1 -ο Κδ, ονομάζουμε μήκος (Ιεηρί]) της α το 
ολοκλήρωμα 


5.1.5] 1α) ἵΞ [αω]αι 
1 


Για δύο καμπύλες α,β: Ι -» Ἐδ, συμθολίξουµε µε «α.β Σ την διαφορίσιµη 
συνάρτηση 
(9.1.6) «α.βδ: Γ-οΕξ: ἐ»«α(θ, β(θ τ 
και με αχ βτην διαφορίσιµη καμπύλη 


(9.1.7) αχ β: 1 --»κΚΕὸ; ἐι» α(θΧχ β(9. 
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Τα γινόμενα στην εικόνα των (9.1.6) και (9.1.3) είναι αντιστοίχως, το σύνηθες εσω- 
τερικό και εξωτερικό γινόμενο του Εξ. Από τη διγραµμµικότητα τους προκύπτουν οι 
παρακάτω Κανόνες παραγώγισης: 
(9.1.8) «αβ»Σ (ὃξ« α(θ.β(θ32-ε« α(θ.β( 5, 
(9.1.9) (αχ β)(0 ξ(α(ὐ χβ()ε(αὐχβ{(θ). 
Ἡ απόδειξη των τύτων αυτών προκύπτει επίσης στοιχειωδώς: αν γράψουµετις καµ- 
πύλες µε τις συνιστώσες τους [βλ. σχέση (9.1.1) και εφαρμόσουμε τον ορισμό του 
εσωτερικού και εξωτερικού γινομένου, έχουµε τις αντίστοιχες σχέσεις 
«α(θ.β(ϐ ὸΞ αι(θβι(()  αρ(ϐ)βο(() -τ αν(θβε(0). 
αχ - 
(ῶ(0β.(8) -- αἲ(ϐ)β.(Θ), αμ()βι(() -- αι()βε(ϐ, αι(ϐ)βο(() -- αο(θβι(0)). 
οπότε παραγωγίζουµε τις τελευταίες µε το συνήθη τρόπο. 


Οι παράγωγοι και το μήκος της α µας δίνουν πολλές πληροφορίες για την α(/), 
όπως γίνεται φανερό από τα επόμενα 


8.1.2 Παραδείγματα. (1) Έστω α: 1 -υ Εξ µια διαφορίσιµη καμπύλη. Δνα”(θ-ο0, 
για κάδε ίε[, η α εἶναι ευδεία. 


Πράγματι, 
ατος Ὁ αἰήξας αι πμ, 


Προφανώς ισχύει Και το αντίστροφο. 


(2) Έστω α µια διαφορίσιµη καμπύβΠη που δευ περυἀ απὀ το Ο. Δυ αί(ίο) εἶναι το 
σηµείο της εικόνας το πᾖησιέστερο στο 0 και αἱ) - 0Ο, τότε το αίίο) εἶναι κάδετο στο 
α΄ ({ο). 


Πράγματι, ας θεωρήσουμε την συνάρτηση που σε κάθε ί Ε Ι αντιστοιχεί το τετρά- 
γὠνο της απόστασης του α(ἲ) από το Ο, δηλαδή την 


δ: Γ--»Ε: ι-» |α(θ[ -- αι(θ” -- αι” -- α(ϐ” Ξ« α(θ,α(θ-. 


Αφού η ὃ παρουσιάζει ελάχιστο στο {ο, Θα εἶναι δ’({0) Ξ 0. ἁρα., βάσει της (9.1.8), 
έχουμε ότι 


οΞδ(ῤςξ«αρα(ώ σεκςα(, αω σξο αι) α(] 


απ’ όπου συνάγεται ότι αίίο) :ἰ. α(ί). 


(8) Έστω α: 1 -υ Εξ µια διαφορίσιµη καμπύβη, µε α (8) -Ε 0, για κάδε ί ε Ι. Τότε η 
εικόνα α(1) είναι τόξο ευός κὐκβου µε κέντροθ, εάν καιμµόνου εάν το α(ἲ) εἶναι κάθετο 
στο α (8) για κάδεί ε Ι. 
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Όπως προηγουμένως, θεωρούμε το τετράγωνο της απόστασης του α(ξ) απὀτο 0 
δι ΓΕ: έμο« α(θ.α(ῦ Σ. 
Ἡ ὃ είναι σταθερή, εάν και μόνον εάν ὅ’ - 0. Αλλά 
δίυςκαας (ξεα(μ ασε αἡ ο σας α(ἠ αν». 


Ἐπομένως δ’ Ξ 0 ισοδυναμεί µε α(θ) ! αἲ. για κάθε {ἐ ε Ι, οπότε έχουµε το 
αποτέλεσµα. 


(4) Η καμπύβη ελάχιστου µήκους που ευώνει δύο σηµεία Ρ και 9 είναι το ευδύ- 
γραµµο τµήµα µε ἀκρα τα Ρ. ο. 


Αν ῥ και α είναι τα διανύσματα θέσης των σημείων Ρ και ϱ αντιστοίχως, το 
ευθύγραμμο τµήµα µε άκρα Ρ, ϱ είναι η καμπύλη 


ε: [0,11 --ο Εὖ: έν» εθ):- Ρ- ((α-- ϱ) 


και έχει μήκος [βλ. σχέση (9.1.5)] 


πας: { Ιε(θίαι -- { [α- ας» ἵα-- πι 
[6] [6] 


Έστω α: [α, υ] -» Εδ µια διαφορίσιµη καμπύλη µε αί(κ) Ξ Ρ και α(ι)) Ξ α. Για ένα 
τυχόν σταθερό τι ε Κὸ µε || -- 1, εἶναι 


καιδίν 5 καίθις εσαθιςστςα(θ ασ 
κ Ια (0 Ξ- Ια(θ, 
επομένως 
π υ . 
Ἱα) ΈΞ { α΄(θ]αι .[ «αίθ,ι»Σ’ αί- «αίθ,ι Σι. 


Ξ «ο νε πανΕε κα αι ατν, 


για κάθε τι ε ὃ µε |] -- 1. Παίρνοντας τώρα τι (α-- ϱ)/Ί]α-- ΡΙΙ, καταλήγουμε στη 
σχέση 
Ίκα Σ«α-ρ.α-ΡρΣ/Ια- ρίΞ Ία- ρἰ- 14ε). 


3.2 Αναπαραμέτρηση καμπύλης 
8.2.1 Ορισµός. Αν α: 1 -ο ὸ είναι µια καμπύλη, τότε µια καμπύλη β: ὁ -ο Εὸ λέ- 


γεται αναπαραµέτρηση (τεραταπηείτἰζα{οπ) της α, αν υπάρχει µια αμφιδιαφόριση 
Ππ:οὅ -»1Ι,μεβς αοιᾖΠ(βλ. καιτο επόμενο σχετικό διάγραμμα). 
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Άρα, αν η παράμετρος της α εἶναι {καιτης β είναι 5, έχουµε ότι {- Πί(5). 


3. χςΕὸ 


π 


π/ 
Διάγραμμα 9.1 


Υπενθυμίζουμε ότι η έκφραση «η Π είναι αμφιδιαφὀριση» σημαίνει ότι η Π είναι 
διαφορίσιµµη απεικόνιση 1 -1 και επί µε διαφορίσιµη αντίστροφη. Κατά το Θεώρημα 
της Αντίστροφης Συνάρτησης, η Π είναι αμφιδιαφόριση τότε και μόνον τότε αν εἶναι 
1-1 καιεπίµεΠ/(9)-0Ο,γιακάθεςες. 

Είναι φανερό ότι κάθε αναπαραµέτρηση της α έχει την δια εικόνα µετην α. Είναι 
επίσης φανερό ότι αν η α είναι κανονική, τότε και κάθε αναπαραµέτρησή της είναι 
κανονική. 

Θα αναζητήσουμε εκείνες τις ιδιότητες της εικόνας Χ -- α(ἢ Ξ βίο) του δεν 
εξαρτώνται από την καμπύλη µε την οποία διατρέχουµε το Χ. Μια τέτοια ιδιότητα 
µας δίνει το επόμενο 


9.2.2 Θεώρημα. Αν β εἶναι µια αυναπαραμµέτρηση της α, τότε Ι4β) Ξ Ια). 


Απόδειξη. Έστω α: [α, 5] -» Εδ και β: [α',ϱ] -» Κδ αναπαραµέτρησή της α µε 
β- αοΠ, όπου ᾖΠ: [α’, Ρ] -υ[α, Β] αμφιδιαφόριση. Εάναι 


ΙΚΒ) 


Ρ’ Ρ’ 
[ δωΙας - [. Ιίαο η) (Ια5 


. 
{ α΄(1(8))| -ΙΠ'(9)άς. 


Για ᾗ’ Σ 0, δηλαδή για Π γνησίως αύξουσα, έχουµε 


Π(Ρ’) 


ς 
ΚΑ) [. ΙααθΦας- [ πο ο 


/ Π(α’) 
[ο] 
- [ ιαῶΙαι - ικα). 


Για Π΄ «0, δηλαδή για Π γνησίως φθίνουσα, έχουµε 
Ρ’ Π(Ρ’) 
ο ο ο 
α’ Πα’) 


- { ια (θ]]αί -- Ι{α). 
Ρ 


που ολοκληρώνει την απόδειξη. Π 


9.3. Καμπυλότητα και στρέψη 5δΙ 


Αξίζει να παρατηρήσουμε εδώ ότι η α΄ µας δείχνει πώς αλλάζει η α’. Ἡ αλλαγή 
αυτή µπορεί να αφορά σε αλλαγή του μέτρου της α’, ἡ σε αλλαγή της διεύθυνσης. 
Σταθεροποιώντας το μέτρο, παίρνουμε επιτάχυνση τοῦ δείχνει μόνο την αλλαγή της 
διεύθυνσης, άρα την καμπύλωση του χώρου ἅ - α(Ώ. Ἐτσι, ανάµεσα σε όλες τις 
καμπύλες που έχουν την ίδια εικόνα, αυτή που µας δίνει ευκολότερα τα ζητούμενα 
συμπεράσματα για την κοινή εικόνα είναι η καμπύλη που έχει ταχύτητα µε σταθερό 
μέτρο, ἰσο µε 1. 


Ισχύει το επόμενο βασικό 


8.9.3 Θεώρημα. Κάδε κανονική καμπύβη α: Ι -υ Κδ δέχεται αυαπαραμέτρηση 
β:οὸ -ν Εὸ µε]β(5)|-- 1,γιακάδεςευ. 


Απόδειξη. Έστω ΙΤ: [α. Β|. Θεωρούμε την απεικόνιση (μήκος τόξου) 


5: [α, ϱ] --»[Ο.ΙΚα)]: ἐκ» Για ωλαι 
Αυτή είναι γνησίως αύξουσα και διαφορίσιµη, µε 
«(0 ΞΙα(θΙ - υ( 2ο, 
άρα (βλ. Θεώρημα Αντίστροφης Απεικόνισης), έχει διαφορίσιµη αντίστροφη 
π: [0,]{α)! --ο[α. Ρ] 
της οποίας η παράγωγος δίνεται από την σχέση 
ο...) π(5)Ξ 1/5{(Π(5),. Ν5ε[ο,]Κα). 
Θέτοντας β:Ξ αο Π, έχουµε ότι 
β΄(5)| -- ΙΙα(π(8))ΙΙ:ΙΠ (8) -- ια (Π(5)Ι/ΙΣ(π(8)ΞΙ, 
που αποδεικνύει τον ισχυρισμό. Π 


8.2.4 Ορισµός. Μια καμπύλη β: ὁ -» Εξ µε |/β(5)|| -- 1, για κάθε 5 ε ὁ, ονομάζεται 
καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Αν α είναι µια τυχαία κανονική καμπύλη, λέμε 
ότι η αναπαραµέτρηση β που κατασκευάστηκε στο προηγούμενο θεώρημα, είναι 
η αναπαραµέτρηση µέσω (του) μήκους τόξου ἡ ὅτι έχει παράμετρο το µήκος 
τόξου. Επίσης το μήκος τόξου λέγεται και φυσική παράμετρος. 


3.25 Καμπυλότητα και στρέψψη 
Σκοπός µας είναι να ορίσουµε κάποια αριθμητικά μεγέθη που χαρακτηρίζουν γεω- 


µετρικά το σύνολο ἅ - α(Ώ, ὀπου α είναι µια κανονικἠ καμπύλη. Οπως σηµειώσαμε 
και νωρίτερα, τα ζητούμενα συμπεράσματα για το ἅ τα παίρνουμε ευκολότερα αν η 
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καμπύλη έχει μοναδιαία ταχύτητα. Γί αυτό, αν η αρχική α δεν έχει μοναδιαία ταχύ- 
τητα, θεωρούμε την αντίστοιχη αναπαραµέτρηση µέσω του μήκους τόξου. 
Έστω λοιπόν β(5). 5Εωὀ, µια καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Θέτουμε 


(5.8.1) γςευ. 


Επομένως, το Τ(5) είναι το εφαπτόµενο διάνυσμα { διάνυσμα ταχύτητας της β 
στο σηµείο β(5). ΕΦφ᾽ όσον ||Τ(5)/| -- 1, για κάθε 5 Ε ασ, τα εφαπτόµενα διανύσματα 
Τ(9) είναι στοιχεία της µοναδιαίας σφαίρας του [ὸ. 

Μεταθάλλοντας το 5 στο ὁ παίρνουμε µία διαφορίµη συνάρτηση 


(9.8.1 Τις 955ι-.τΤ(8)Ξ β(5) εδ». 
Ισχύει το επόμενο 
9.9.1 Λήμμα. Αυβ(5), 5 εν, εἶναι καμπύβη µοναδιαίας ταχύτητας, τότε 
ολα 


δηΛαδή 
Τ’(5) ι Τ(5), Υςευ. 


Απόδειξη. Το μήκος του διανύσματος Τ(5) είναι σταθερό, άρα και η συνάρτηση 
ΙΤ(5)” -- « Τί5),Τ(5) »- είναι σταθερή, δηλαδή έχει μηδενική παράγώγο 


επ (ιο (δις ωΞβς, Ὕδει, 
απ ὀπου προκύπτει το ζητούμενο. Π 


Επειδή το μήκος του Τ(5) - β’(5) (ταχύτητα) είναι σταθερά 1, η παράγωγος Τ'(5) Ξ- 
Αβ’ (5) (επιτάχυνση) δείχνει την αλλαγή της διεύθυνσης του διανύσματος Τ(5). 
Το μήκος του διανύσματος Τ’(5) συµθολίξεται µε 


(9.9.9) κ(5) :- ΙΤ”(5)| 


και ονομάζεται καμπυλότητα της β στο β(5). Η Κ(5) είναι ένας µη αρνητικός πραγ- 
µατικός αριθµός. Αν Κ(5) - Ο, λέμε ότι το σηµείο 5 εἶναι τδιάζον σηµείο τάξης |. 
Προφανώς ορίζεται και η διαφορίσιµη συνάρτηση (καμπυλότητας) 


(9.9.2/) κ.ὸ3955ι-. ᾖ5) ε[0, οο). 
Όπως 9α δούµε στο Θεώρημα 9.9.4, η καμπυλότητα μετράει το κατά τόσον η καµ- 
πύλη διαφέρει από την ευθεία. 

Για τα επόμενα χρειάζεται η β να µην έχει ιδιάζοντα σηµεία τάξης 1, άρα έχει 


παντού µη μηδενική καμπυλότητα. Για Κ(5) 4 0, το αντίστροφο της καμπυλότητας, 
δηλαδή ο αριθµός 


1 
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καλείται ακτίνα καμπυλότητας. Μέσω της τελευταίας, για κάθε 5 ευ), ορίζουµε το 
διάνυσμα 


(9.9.4) Ν(5) -Ξ ποτ 


που ονομάζεται πρώτο κάθετο ἡ πρωτεύον κάθετο διάνυσµα (πογπια] νεοίοτ) της 
β στο β(5). Το διάνυσμα αυτό είναι ἑνα μοναδιαίο και (σύμφωνα µε το Λήμμα 9.9.1) 
κάθετο στο εφαπτόµενο διάνυσμα. Ορίζεται επίσης και η αντίστοιχη διαφορίσιµη 
απεικόνιση 


(9.9.4) Ν:55:-» νΝ(ς)ε κλὸ. 


Τέλος, για κάθε 5 Ευ), ορίζουµε και το διάνυσμα 


8.5] Β(8)ΙΞ Ττ(5δ)Χχ Ν(5) 


και την αντίστοιχη διαφορίσιµµη απεικόνιση 
(9.9.5 Β:93955:-. Β(5) εΓὸ. 


Το Β(5) καλείται δεύτερο κάθετο διάνυσµα (Ρίπογπια] νεοίογ) της β στο β(5). Προ- 
φανώς είναι κάθετο στα Τ(5), Ν(5) και μοναδιαίο. 
Από τα προηγούμενα συνάγεται ότι, γιά κάθε 5 εο, η τριάδα 


{Τ(5), Ν(5), Β(9)) 


Ν(5) 


Τ() 


Σχήµα 9.39 
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αποτελεί ορθοκανονική βάση του Εξ, που ονομάζεται συνοδεύον τρίεδρο (πιονίπρ 
{ΓαΠ16) ἡ τρίεδρο Ετεπεί (Ετεπεί {ΓΠΠε) στο σηµείο β(5) της β. Αντιστοίχως, η 
τριάδα των συναρτήσεων 


(ΤΝ, Β] 


καλείται συνοδεύον τρίεδρο ή τρίεδρο Ετεπεί κατά µήκος της β. 

Πολλές φορές, για διευκόλυνση αλλά και για την παραστατικότερη απεικόνιση 
των πραγμάτων, θεωρούμε ότι τα τρία προηγούμενα διανύσματα ἐχουν µεταφερ- 
θεί παραλλήλως κατά το διάνυσμα β(5), οπότε ἐχουν ὡς αρχήν το σηµείο β(5) της 
καμπύλης. Έτσι σχηματίζεται η εικόνα ενός τριέδρου, που συνοδεύει τα σηµεία της 
καμπύλης. Αυτό δικαιολογεί καιτην παραπάνω ορολογία. Σχετικὠς παραθέτουμε το 
Σχήµα 9.9. 

Μέσω των παραπάνω βασικών διανυσμάτων, ορίζουµε τρία χαρακτηριστικά επί- 
πεδα, που επίσης συνοδεύουν την καμπύλη. Ακριθέστερα. για κάθε σηµείο 5 Εο, τα 
κάθετα μεταξύ τους διανύσματα Τ(5) και Ν(5) ορίζουν ένα επίπεδο Ε. Το (μοναδικό) 
επίπεδο που περνά από το σηµείο β(5) και είναι παράββηΠο προς το Ε (άρα και 
προς τα διἀνύσµατα Τ(5). Ν(5)) ονομάζεται εγγύτατο επίπεδο (οβδοµἱαίίπρ Ρ]απε) 
της β στο β(5). Το επίπεδο, που διέρχεται από το β(5) και είναι παράλληλο προς 
το επίπεδο των Ν(5) και Β(5) καλείται κάθετο επίπεδο (πογπια! Ρἰαπε) της β στο 
σηµείο β(5), ενώ το επίπεδο που διέρχεται απὀ το βί5) και είναι παράλληλο προς το 
επίπεδο των Τ(5) και Β(5) καλείται ευθειοποιούν επίπεδο (τεο(Ι[γίηρ Ρ]απε) της β 
στο σηµείο β(5). 


Β). 


Σχήµα 9.4 


Προφανώς, το εγγύτατο επίπεδο (στο β(5)) είναι κάθετο στο διάνυσμα Β(5), το 
κάθετο επίπεδο είναι κάθετο στο Τ(5) και το ευθειοποιούν επίπεδο είναι κάθετο 
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στο Ν(5). Οι τελευταίες ιδιότητες χρησιμοποιούνται για τον προσδιορισμό των αντι- 
στοίχων εξισώσεων των επιπέδων αυτών, όπως εξηγούµε στις ασκήσεις του παρόντος 
κεφαλαίου. 

Στα Σχήµατα 9.3 και 9.4 απεικονίξονταιτα προηγούμενα επίπεδα. Σημειώνουμε 
ότι και στα δύο έχουµε µεταθέσει τα διανύσματα (Τ(5), Ν(5), Β(5)) στο σηµείο β(5), 
οπότε το εγγύτατο επίπεδο ταυτίζεται µε το επίπεδο των Τ(5). Ν(5)) κ.ο.κ. 

Στη συνέχεια Όα ορίσουμε και ἑνα άλλο βασικό, για την µελέτη µιας καμπύλης, 
μέγεθος. Επειδή « Ν(5). Β(5) ΞΞ 0. για κάθε 5 εα, παραγωγίζοντας τη συνάρτηση 
«Ν,.Β 2Ξ 0 [βλ. καιτις ανάλογες σχέσεις (9.1.6). (9.1.8)Ι βρίσκουμε ότι 


«Ν΄’(98)ΗΒ(5)Σ -- «Ν(5),Β/(5) 20. 


Τον πραγµατικό αριθµό 


(9.9.6) τ(θ)«Ξ-- «Ν(5),Β(5)τ-ξ« Ν΄’(5).Β(5) 


ονομάζουμε στρέιρη ({οτγδίοΠ) της καμπύλης β στο σηµείο β(5). Προφανώς ορίζεται 
και η διαφορίσιμη συνάρτηση 


(9.9.6) το9ς5--ρ»τ(ϐ) ες. 


Απότην (9.9.6) προκύπτει ότι η στρέψη, αφού περιέχειτην παράγωγο Β΄(5), μετρά 
κατά κάποιον τρόπο την µεταθολή του δευτέρου καθέτου διανύσματος, άρα και τη 
μεταθολή του εγγυτάτου επιπέδου. Η µεταθολή του τελευταίου ουσιαστικά καθορίζει 
τη θέση της καμπύλης στο χώρο, δηλαδή το κατά πόσον η καμπύλη απομακρίνεται 
από το επίπεδο, άρα διαφέρει από µια επίπεδη καμπύλη. Την ακριθή σηµασία της 
στρέψης (όπως και της καμπυλότητας) Θα δούµε στο Θεώρημα 9.9.5. 


Πριν συνδέσουµε τα διανύσματα του τριέδρου Ετγεπεί και τις παραγώγους τους 
µε την καμπυλότητα καιτην στρέψη, αποδεικνύουµε το επόμενο βοηθητικό συμµττέ- 
ρασμα. 

8.8.2 Λήμμα. Αυιι,υε Εὸ µε] -- 1 καιτι ΙΙ υ, τοτε 


αχυχιςυ. 


Απόδειξη. Ἐστωιιξ(α,.β.ο) καιυξ{(α, υ, 2). Τότε 


ει ο ἐέ9 
πΧυξ]ια ο |Ξξ(ΡΖ- οιδει-(αξ- οχ)θο (αι - Ῥχ)οθι 
Χ ὐ 2 


ε(ρε-οιοι-- ας αι- κ]. 
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Επομένως, 
έι 6ο έ9 
αιΧυΧχιξ|02-οί οχ- αξ α- ΡΧ 
α Ρ - 
Ξ [οίοχ -- α2) -- Ρίαυ -- θχ)]ει -- [ε(βΣ -- ου) -- αίαυ -- Ὀχ)]θο-Γ 
Ε[Ρ(ΡΣ -- ου) -- αίοχ-- α2)] 
- (οκ -- αοξ-- αΡυ -- μ2χ)ει --(οῦΣ -- συ - αἩ { αβχ)θο-- 


(877 -- Ροι/ -- αοχ -- α Ζ)εν -- 


Ξ-((1 -- αξ)κ -- αεζ -- αδι, (1 -- Ευ -- αἲχ -- οῦΖ, 
ασε Ῥευ -- αοχ) 
Ξ(ακ-- αίαχ -ε Ρι -- 2), 0 -- Ρ(ίαχ -ε- Ῥυ -- 67), 
Ζ-- ε(αχ -- Ῥυ -- 2)) 
ο ακους υἝ ος ο δ ο ος αν] 
Ξ(α.ιυ,2) Ξ υ, 
που είναι η ζητούµενη ισότητα. Π 
9.9.3 Πόρισμα. Ισχύουν οι σχέσεις: 
Τ(5)ΧΝ(5) - Β(5), 
Ν(5)ΧΕΒ(5) - Τίς), 
Β(5)κχ Τ(5) - Ν(5). 
Απόδειξη. Ἡ πρώτη σχέση εἶναι ακριθώς η (9.9.5), δηλαδή ο ορισμός του (5). Για 
την τρίτη παρατηρούμε ότι 
Β(Φ)ΧΤ(Φ)Ξ(Τ()ΧΝ(Θ)ΧΤ(5) - Ν(5). 
Τέλος, για την δεύτερη σχέση εχουµε: 
Ν(Φ)ΧΕΒ(Φ6)- Ν(Φ)Χ(Τ(Φ)ΧΝΙ(9))«- 
- --(Τ(5ΧΝ(Φ)ΧΝ(ί5Ξ(Ν(ΘΧΤ(Θ)ΧΝ(5)Ξ Τ(5). Π 
ἨΕρχόμµαστε τώρα στην απόδειξη των τύτιων (εξισώσεων) Ετεπεί-Φεττεί, οι οποίοι 
εκφράζουν τις παραγώγους Τ”(5), Ν΄(5). Β’(5) ως γραμμικούς συνδυασμούς των βα- 
σικών διανυσμάτων µε συντελεστές την καμπυλότητα και τη στρέψη. Αποδείχτηκαν 


(ανεξαρτητα) από τους Ε'. Ετοπεί και). Θετγεί. 


8.9.4 Θεώρημα. Έστωβ: ὁ -ο Εξ µια καμπύβη µουαδιαίας ταχύτητας, µε κ 0 και 
{Τ,Ν, Β] το αντίστοιχο τρίεδρο του Ετοεποί κατά µήκος της β. Τότε ισχύουν οι σχέσεις 
(τὖποι Εγεπεί-δεγγεί): 


(ΓΡ. 1) Τ' Ξ- κΝ 
(ΓΡ. 2) Ν΄’ - --ΚΤ -- τΏ 
(Ρ. 8) Β’ Ξ- --τΝ. 
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Απόδειξη. Η (Ε. 1) προκύπτει από τον ορισμό του Ν(5) [βλ. σχέση (9.9.4). 

Για την (Ε. 2) τροχωρούµε ὡς εξής: Επειδή, για κάθε 5 Εε οὁ, τα διανύσματα 
Τ(5), Ν(5) και Β(5) αποτελούν ορθοκανονικἠή βάση, υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµέ- 
νες συναρτήσεις α. Ρ.ο: ὁ - Χ. ἐτσι ὧστε 


(9.9.3) Ν΄(5) Ξ- α(5)Τ(5) -ε Ρ(5)Ν(5) -ε ε(5)Η(5), Νς5ευ. 


Για να προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις α, Ρ.ο Όα σχηματίσουµε το εσωτερικό γινό- 
µενο της (9.9.7) διαδοχικά µετα διανύσματα Τ(5), Ν(5), Β(5). Στην τιρώτη περίπτωση 
έχουµε ότι 


«Ν΄’(Φ8)Τ(ί5 »Ξα(8)« Τί5),Τ(8)- -ε Ρ(5)« Ν(5),Τ(5) 
Ε ο(5)« Β(5),Τ(5) Ξ 
Ξ α(5)] -- Ρ(5)0 -- α(5)0 Ξ α(5). 


Απτο άλλο µέρος, η παραγώγιση της σχέσης «Τ,Ν 2Ξ 0 δίνει ότι 
«τμ. Νες τν ξς, 
άρα, μαζί µε την (Ε. 1), 
«ΤΝ΄Σξ - «Τ'ΝΣΖΞ-«ΚΝΝΤΣΖΞ-Κ.ΙΞ ία 
Ἐτιομένως καταλήγουμε στη σχέση 
αί8)Ξξ -κί5), 

οπότε η (9.9.3) παίρνει την µορφή 
(9.9.8) Ν΄(5) Ξ- --Κ(5)Τ(5) -- Ρ(5)Ν(5) -- ε(5)Η(5). ευ. 

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία "εσωτερικά" µε Ν(5) έχουµε 


«Ν΄’(Φ5),Ν(5)ΞΞ -κί5δ)« Τ(5),Ν(5) » -ε Ρ(5)« Ν(85),Ν(5) » 
{Ε εί5)« Β(5),Ν(5) » 
Ξ --Κ(5)0 -- Ρ(5)1 -- ε(5)0 - Ρ(5). 
Ἡ σχέση «Ν,Ν 2 1 οδηγεί στην 
«ϱΝΙΝΣ΄ΞΣ2«Ν,Ν΄’΄ΞΖΞο0, 
άρα 
Ρ(5)Ξ 0, 
μέσω της οποίας η (9.9.8) μετασχηματίζεται στην 


(9.9.9) Ν΄(5) Ξ --κ(5δ)Τ(5) --ΟΝ(5) -- ο(5)Η(5), Νεο. 
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Τέλος, από την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι 
«Ν΄ΊΦ)Βί5)2Ξ-κίδ« Τ(8)Β(65 -0«Ν(5),Β(5) 3 

Γ ο5)« Β(5),Β8(5) 

Ξ --ἰ(5)0 -- 0 -- ο(5)1 -- εί5). 
Αλλά «Β,Ν 2 0 δίνει ότι 

«Β ΝαίςΕ ΝΣΕςΞςΒΝ 358, 
άρα, σύµφωνα µε την (9.9.6), 
«ΕΒ(5),Ν΄Ί(85)-- « Β(8)Ν(5) ΣΞτ(8), 


οπότε 
(5) Ξ τ(5), 
και η (9.9.9) μετασχηματίξεται στην 


Ν΄(5) Ξ -κ(5)Τ(5) -- τ(5)Η(5): Υς5εο, 


δηλαδή καταλήγουμε στην (Ε. 2). 
Για την (Ε. 3) αρκεί να παραγωγίσουµετην Β- ΤΧ Ν., λαμθάνοντας υπόψιν τις 
(5. 1). (Β. 2) καιτις σχέσεις του Πορίσματος 9.9.9. Πράγματι, 
Β ΞΤ'ΧΝ -- ΤΧΝ’᾽ 
ΞΚΝΧΝ - Τκχ(-κτ --τβ) 
Ξκ-ο -(-κτχΆτ -ε ττκ Β) 
Ξ-κ:.οτ;ΓΧχ ΗΒ 
Ξ --τΝ. Π 


Οι τύποι Ετεπεί-δεττγεί συνοψίζονται και στην επόμενη µορφή: 


π. ο κ Οἱ (Τ 
(9.9.10) ΝΊΞΙ-κ ο τι.Ι|Ν 
Β’ ο -τ ο) 18 


Απο εδώ φαίνεται και ο μνημονοτεχνικός κανόνας, μέσω του οποίου βρίσκουμε α- 
μέσως τους συντελεστές των (Ε. 1) - (Β. 3): εμφανίζονται µόνον η καμπυλότητα και 
η στρέψη (κατά σειράν), στην 2η γραµµή και την 2η στήλη, µε την σημειούμενη 
εναλλαγή προσήµων. 

Το επόμενα αποτελέσµατα διαφωτίζουν το ρόλο της καμπυλότητας και της στρέ- 
ψης µιας καμπύλης. 


8.3.5 Θεώρημα. Έστωβ: ὁ -υ Εδ µια καμπύβη µουαδιαίας ταχύτητας. Τότε ισχύουν 
οι επόμενοι χαρακτηρισμοί: 

() Κ-- 0 εάν και μόνου εάν η β εἶναι ευδεία. 

() Αυν ΚΣ 0Ο, τὀτετ-- 0 εάν και μόνου εάν η β είναι επίπεδη. 
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Απόδειξη. Οκοδτβ’΄Ξο 5 β(5Ξ 3 5 βί5)Ξ ἢς - µ [βλ. και 
Παράδειγμα 9.1.2/(1)1. Προφανώς, για να είναι η καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, 8α 
πρέπει | -- Ι. 

(1) Από τις σχέσεις Β’ Ξ- -τΝκαιτ -«Ν,.Β’ Σ συνάγεται ότιτ 0 εάν και 
µόνον εάν Β’ - Ο, που µε τη σειρά του ισοδυναμεί µετο ότι η απεικόνιση ΒΞ ΤΧΝ 
είναι σταθερή, δηλαδή για ένα 5ο Εο), 


Β(5) - Β(5ο), Υςευς. 


Ετσι έχουµε 


οἱ 
ῃ 
ΟὉ 


υυνυ ντ υυ υ)ὐ 


Β(5)- Βί5) Υςδεος 

Τ(5) Ι Βί5). Υ5δευοὸ 

«ΊΤ(8),Β(5)  Ἔξς« βΊ(5).Βί5 ΞΞ0, Υ5δευς 
«Αβ(ί85),Β(5) -Ξθ0, Υς5δευο 

«β(5), Β(5) ὸΞξ σταθερὀ, Υ5ευ 

«β(5), Β(50) ξ « β(50),Βί5Σ, Υδεοὰ 
«ϱβ(5) - βί5υ),Β(5 Ξ-Ξ0, Υςδεος 

Β(5) --βί5ο) -ἰ. Β(5ο. Ὑ5ευ. 


Ἡ τελευταία σχέση σηµαίνει ότι β(5) -- β(50) ανήκει στο επίπεδο Εο των Τ(5ο) και 
Ν(5ο). δηλαδή το β(5) ανήκει στο εγγύτατο επίπεδο Ευ -- β(5ο).για Κάθεςευι. 
Αντιστρόφως, έστω ότι β(5) Ε Ε, για Κάποιο επίπεδο Ε, και ἑστω Ευ το επίπεδο 
(υπόχωρος του ἘΖ, διάστασης 2) που εἶναι παράλληλο µε το Ε και περιέχει το Ο. 
Τότε, 
ΕΞ β(5) Γ Εο, Υςδες. 


Σταθεροποιώντας ένα 5, Εο), παίρνουμε ότι 

Β(5) Ε βί5ο)Ἔξο Υ5ευ. 
Αν το Εο παράγεται απὀ µία ορθοκανονική βάση {τι, υ), τότε 
(9.9.1 1) β(5) Ξ- β(5υ) -- Λ(5)ιι -- µί5)υ; Υςεο, 


όπου Ά,μ: ο -» Ἱ είναι διαφορίσιµες συναρτήσεις. Πραγματικά, η διαφορισιµότητα 
της Ώ ελέγχεται ὡς εξής: Από την (9.9.11) έχουµε ότι 


Α(5) - βί5ο)”-- Ά(δι µίθυ Υ5ευ, 


οπότε, παίρνοντας το εσωτερικό γινόμενο και των δύο µελών της τελευταίας µε το τι 
βρίσκουμε την 


«βί5)-- βίδωι,ιιὸξ« Λίδιιι Σε « µίδυ,ι Σ 
Ξ (5)1 -- µ(5)0Ξ (5), 
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δηλαδή ἢξ« β-- βί5υ).ιι-, που αποδεικνύει τον ισχυρισμό. Παρόμοια αποδεικνύ- 
εται και η διαφορισιµότητα της µ. 
Παραγωγίζοντας τώρα την σχέση (9.9.1 1) έχουµε ότι 


τ(- β(5- Λ(8θικμίθδυεξς Υ5ευ, 


η παραγώγιση επίσης της οποίας οδηγεί στην 


1 1 
Ν(5) - ποτ Ξ πι. Ἔμ’(8)υ) Εε Εο, Υςευ. 


Άρα, το επίπεδο των Τ(5) και Ν(5) είναι σιαθεράτο Εοκαιτο διάνυσμα Β(5) είναι στα- 
δερά το ένα από τα δύο μοναδιαία διανύσματα που εἶναι κάθετα στο Εο. Ἐπομένως, 
λόγω της σταθερότητας του Β(5) καιτης (9.9.6), προκύπτει ότιτ- 0. Π 


8.3.6 Θεώρημα. ἘΕστωβ: ὁ -υ Εδ µια επίπεδη καμπύβη µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε 
η β είναι τµήµα κύκβου εάν και μόνου εάν ἑχει σταθερή καμπυβότητα ΚΣ 0. 


Απόδειξη. Αν η βεἰναιτμήμα κύκλου κέντρου (Χο, ῦο) Και ακτίνας Τ, τότε δίνεται από 
τον τύπο . . 
β(5) Ξ τίοος -- .δίη --) «Ἑ (Χο, ο); 5εοςι[ο,2π], 
να Τ 


απ’ όπου παίρνουμε τις σχέσεις 
, ο 5 5 
τ(Ξ β(6)Ξ(--σίπ--.60ς--), 
Τ Τ 
/ // 1 5 ως 5 
Τ'(5)Ξ Α”(8)Ξ --(-- εοδ--. -- δἶη --) 
Γ Γ Γ 


και ᾽ 
κί8) - ΙΤΊ(5)| -- νι 


Αντιστρόφως, έστω ότι η βέχει σταθερή καμπυλότητα ἷςΣ 0Οκαιμηδενικἠή στρέψη. 
Θεωρούμε την απεικόνιση 


1 
Υ(8)1Ξ (5) τν. 
Ἡ γ είναι προφανώς διαφορίσιµη και 
/ / 1 
Υ(8ΞΑβ(35 τς (5) 
1 
Ξ Τ(5) -- πα ο νο Ετβ(5)) 
ΞΛΤ(ί5)-- Τ(5)--06-0, 
δηλαδή η Υγ είναι σταθερή. Αν α:«- γ(5) ε Εδ είναι η σταθερή τιµή της γ, τότε 
1 1 
-- Ξ- --ῃΙΝ Ξ -- ή, 
νθ5) - αἱ τὶ (9) ες 


δηλ. τα σηµεία β(5) ανήκουν στην σφαίρα µε κέντρο α και ακτίνα τ. Επειδή η β είναι 
επίπεδη, ολοκληρώνεται η απόδειξη. Π 
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3.9.7 Παρατηρήσεις. 1) Από την προηγούµενη απόδειξη φαίνεται ότι η ακτίνα του 
κύκλου είναι ακριθώς η ακτίνα καμπυλότηταςτης β[βλ. σχέση (9.9.9)], ενώ το κέντρο 
είναι το σηµείο β(5) -- «Ν(5). 

2) Απότα Θεωρηματα 9.9.5 και 9.9.6 συνάγεται ότι η καμπυλότητα μετρά το πόσο 
αποκλίνει η καμπύλη από το να είναι ευθεία, ενώ η στρέψη µετρά την απόκλιση από 
το να είναι η καμιτύλη επίπεδη. 


3.4 Καμπυλότητα και στρέψη τυχαίας καμπύλης 


Το τρἰεδρο Ετεπεί, η καμπυλότητα και η στρέψη µιας καμπύλης β ορίστηκαν προη- 
γουµένως µε την προὔπόθεση ότι η β είναι καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Αν 
α: 1 -» Εδ εἶναι µια τυχαία κανονικἠ καμπύλη, δημιουργείται το εύλογο ερώτημα 
πώς μπορούμε να εκφράσουµε τα προηγούμενα στοιχεία της καμπύλης χωρίς ανα- 
παραμµέτρηση µε το μήκος τόξου. Αυτό είναι απαραίτητο, π.χ. στην περίπτωση που, 
ενώ κατά το Θεώρημα 9.2.3 υπάρχει πάντοτε τέτοια αναπαραµέτρηση, εντούτοις οι 
υπολογισμοί µας καταλήγουν σε µη υπολογίσιμο ολοκλήρωμα. 

Σύμφωνα µε όσα εἶπαμε στην προηγούµενη παράγραφο, τα παραπάνω στοιχεία 
αναφέρονται σε ιδιότητες του συνόλου ἅ - α(1[) και όχιτης παραµέτρησης (απεικό- 
νισης) α. Επομένως, ο επόμενος ορισμός είναι εντελώς φυσιολογικός. 


9.4.1 Ορισµός. Έστω α µια τυχαία κανονική καμπύλη και ᾱ η παραµέτρησή της 
µέσωτου μήκουςτόξου (βλ. Θεώρημα 9.2.9). Αν (Τ, Ν, Β], Κ, Ἰ εἰναιτοτρίεδρο Ετεπεῖ, 
η καμπυλότητα και η στρέψη της ἄ, τότε ορίζουµε τα αντίστοιχα μεγέθη Τ, Ν, Β, Κ,τ 
της α μέσω τῶν τύτιων 


(1) τι Τ(5(0), 
(1) Ν(θΙΞ ΝΙ(5(0), 
(1) Ρ(0 1 Β(5(0). 
(1ν) κ(θ) :-- Κ(ς(9)), 
(ν) ποὺ εξ τςοίο). 
8.4.2 Θεώρημα. Αυ α: 1 -οἘΕδ εἶναι µια (τυχαία) κανουική καμπύβη, τότε 
ο αχα 
[γα’(ς 


Απόδειξη. Ἑστω α µια Κανονική καμπύλη και ἆ Ξξ αο Π η αναπαραμµέτρησή της 
µέσω του μήκους τόξου, όπου 5} και 5 το μήκος τόξου. Τότε αΞ ἄο95, οπότε, 
για κάθε { ΕΙ, έχουμε τις σχέσεις 
(9.4.1) αϐ -- (αο ϐ)(ἰ) -- «(α”(5(ϱ) - 5(ὐΤί5(0), 

α (0 - 5’(9Τ(9(0) 5 (θ"(5(θ) 


(8.4.9) ... ... 
Ξ-5(0τ(ς() 50” κίδ(ϐ)Ν(5(θ) 
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οπότε 
α(θχα”ϐ - 5(θΤ(ς(θ)κχκ[5”(0Τ(ς(1))-- 
«5(0”Κ(5(θ)Ν(5(0)Ι, 
ἠ 
α(ἲ) χα” - «(ὐς”(θ/Τ(5(ὐ) κ Τ(5(0)!Η: 
«(09 5(θ)[Τ(5(Ό) χ Ν(5(θ) 
(9.4.9) ο - 
Ξοτς5(θ"κί(ςσ(ϱ)Ε(ς(ϐ) 
Ξια(0ὁκ(5(θ)Ε(5(0). 
Άρα 


[α’(ϐ) Χ α” (0! -- Ια(θΙκί5(0), 
απ ότιου προκύτιτει η 


[α”(ϐ χ α”(0ἱ 
ἰα”(0/6 


δηλαδή η ζητούµενη σχέση. Π 


κίθ) .-- Κ(5(θ)) - 


9.4.9 Θεώρημα. Αν η α είναι µια καυουική καμπύβη µε κ - 0, τότε 


«- α’ Χ α”. α΄ » [αα'α'”] 
ττ ---π--ττ Ξ τπτ" 
ια” Χ α”!’ ια” Χα” 


Απόδειξη. Όπως προηγουμένως, θεωρούμε την αναπαραµέτρηση ἄ της α µέσω του 
μήκους τόξου. Από την σχέση (9.4.2) βρίσκουμε ότι 
α( - ος (ὐΤ(ς(θ) 5 (θς”(ὐΤ'(ς(ϐ) κ 
ε[α/(θ”Κ(ς(θ)/Ν(5(θ) -ε 5/(θ9Κ(ς(θ)Ν΄(5(0) 
Ξ ο” (0Τ(ς(θ) κε 5 (ὓς”(θκ(5(ϱ)Ν(5{(0)) 
ε[ς(ϱ”Κ((ϱ)/ Ν(5(0) -- «(0 Κ(ς()” Τ(ς(8) -ε 
«5(θὸκ(κ(θ)τ(«(ϱ)Β(5(θ) 
- Χ(θΤ(ς(ϱ) ες Υ(ΟΝ(5(θ) «2(9Η(5(0), 


όπου θέσαμε 


Χ(0 - ας” (0 -- «(θὰ κ(ς(ο)”. 
Υ(ῦ Ξ ς(Ός”(ὐκ(ς(θ) -ε [5(03Κ(ς(θ)/Υ., 
Ζ(0 Ξ «(θξκ(ς(θ)τ(«(θ). 
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Δαμθάνοντας υτί όψιν την (9.4.9) Και ότι το Β(5(4)) είναι κάθετο προς τα Τ(5(1)) και 
Ν(5(8), έχουμε: 
«αίθχα”ϐ,α”ϐ 5» - ς«(ὐξκ(ς() « Βί5(Λ)), α””(ϐ » 
Ξ- 5(θ"κ(ς(θ)Χ(ὺ « Β(5(9), Τ(5(9) » 
4 ς/(9 Κ(5(θ)Υ(8 « Β(5(0), Ν(5(θ) » -ε 
«(0  κ(θ)Ζ(9 « Β(5(9)), Β(5(1)) - 
Ξ0-0-34ς(9ὐδκ(ς(0)”τ(ς(ϐ) 
Ξ Ιια’(ϐ) χ α” (θι”τ(κ(ὐ). 


απ’ όπου παίρνουμε την 


«α(ίθχα”(θ.α””ϐ 3- 


τ() -Έ τς() Ξ [|α.() Χ α’.(1/2 


µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη. Π 


3.5 Το τρίεδρο Ετεπεῖ µιας τυχαίας καμπύλης 


Θα υπολογίσουμε τώρα τα διανύσματα Τ(ὲ8., Ν(8 και Β(ὲ) (βλ. Ορισµό 9.4.1), για 
µία τυχαία κανονική καμπύλη α, µε µη μηδενική καμπυλότητα. 


8.5.1 Θεώρημα. Έστωα: 1 -υ Εὸ µια κανουική καμπύβη, όχι καί αυἀάγκη µουαδιαί- 
ας ταχύτητας, µεμη μηδενική καμπυβότητα. και({τΤ(θ. Ν(ὂ. Β(9)} το αυτίστοιχο τρἰεδρο 
Ετοπεί. Τότε 


α(ϐ 
9. σσ Πρῃ᾽ 

(9.5.1) αππο 
(α(θχα”(θ)καίῦ 

85.9 Ντ πριν ΤΡ Πγρῃ᾽ 

(9.5.9) (τα κχαθ]-Ιατοῇ 
α(θΧχκα”( 

8.5.3 να 

(8.5.8) (ο πας απο] 


Απόδειξη. Έστω ἂΞξ αο Π η αντίστοιχη καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας (βλ. Θεώ- 
ρηµα 39.9.9),. όπου Π - 5 και 5το μήκος τόξου. Τότε 
τ(ῦ -- Τ(ς(0)) -- αἲ(5(ϐ)) -- (α ο 1) (5(ϐ)) 


1 
α(Π(5(0)Π΄(Ξ(θ)Ξα(θ: (ῶ 


ο αθ 
μα (Ό 
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Ανάλογα, απόὀ την σχέση ΤΞ- Το”, παίρνουμε την Τ-- Το Πι επομένως 


Τ.(5(8)) ο 4 ο Π)/(5(0) 


Ν(0ΞΝ(5(0)Ξ 


Κ(5(1)) Κ(8) 

ο ται) το 
Κ(ί) 05 (0) 

το. Ια(θ 

ος. Ἰα(ῦχ α”(0 
Ια’(0Ι) 


--Τ()---Ὅ--- 
(θΠα(θ καθ] 


Από την παραπάνω ισότητα, έχουµε ότι Τ’(8) και Ν(8) είναι συγγραµµικά. Επειδή 
Ττ(θ ! Ν(0Θ, είναι και Τ(8  Τ'(8. Επίσης προφανώς |ΙΤ(0/| -- 1. Άρα, εφαρμόζοντας 
το Λήμμα 9.9.2γιατ1ι- Τ(8 καιυ - Τ'(8. παίρνουμε 
Ῥ(η προ σ(ο καπ, 
α(ϐ) 


Δαμθάνοντας υτί όψιν ότι Τ(2) - πο [βλ. σχέση (9.5.1) και 
5 
γω- αΩσω- αωσω, 
5/02 


βρίσκουμε ότι 


τὸ -- α(ϐ . α (5 -- α(ὐς”(ϐ . α(0) 
σα ς«(θ 5 (92 ς/() 
κα. [(α(θχα (Ός(ϐ- α(θκχα(θς(θιχα(θ 
1 


1 , . : 
-- σιβεί(α (χα (θ)χα(ίθ!, 


απ ότιου προκύτιτει η 

πιω (αθχαθ)καο, 
[α'(ϐ) Χ α”(θΙ - ια. 
Τέλος, 


Ε(0 - ΕΒ(5(ϐ) - Τ(5() χΝ(5() - τ(θχν(ὺ 
α(Ό . (α(θχ α(θ)κχα(ϐ 
α (0 Ια(θ|| «ια χΧα”(θι 
κ α͵() «[ α(θΧχα”ϐ . α (9) | 
α (0! Αα(ϐ χα”(θ Ἰα(θ] 
α(θχα”( 
α(Ώχα”(θί᾽ 
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ότου στην τελευταία ισότητα, έχει πάλι χρησιµοποιηθεί το Λήμμα 9.9.2, για 
α(ϐ) α(θΧχα”( 
1 - ------ τέαι ἰ) -- -------------ιε 
α (01 Ια(θχα”θι 


8.5.2 Θεώρημα. Έστω α: 1 -» Εδ µια κανονική καμπύβη, ὀχι κατ’ ανάγκη µονα- 
διαίας ταχύτητας, µε µη µηδευική καμπυβότητα, και {Τ, Ν, Β) το αυτίστοιχο τρἰεδρο 
ΕΤεπεί (κατὰ μήκος της α). Τότε ισχύουν οι (γευικευµένοι) τύποι Εγεπεί-δεγτοεί: 

(Ε’. 1) Τ' 5 ΟΝ, 

(Επ) 3) Ν΄ Ξ --ΚκυΤ -- τυβ, 

(Ε’. 8) Β’ - --τυνΝ, 

όπου υ(8) :Ξ Ιἰα”(0]| το μέτρο της ταχύτητας της α στο {ε Ι. 

Απόδειξη. Θεωρούμε την αναπαραµέτρηση ἂ: ὁ -ο Εδτης α µέσω του μήκους τόξου 
και το τρίεδρο Ετεπεί {Τ, Ν, Β} κατά μήκος της ᾱ. Για κάθε { ε 1, είναι 


Τ(θ -(Το )/(0 -- Τ5(0)ς/(ὓ -- κσθ)Ν(κθ)ςὐ 
Ξκ(θυΟΝ(0, 
Ν(θξΞ(Νος(ϱΞΝ{(«θς(ῦ 


---Κ(5(θ)ς(0Τ(5(8) - τ((θ)5/(θΒ(5{(9) 
--Κ(θυ(θτ(ῦ -οε (θυ(θΕΗ(Ό. 


Β(0 - (Βο ς)/(0 - Β(5()ς (0 - -τ(ςσθ)Ν(ς«)ς (0 
Ξ -τθυθΝ(0, 
οπότε η απόδειξη των τύπων είναι πλήρης. Π 


Τα δύο αριθμητικά μεγέθη, η καμπυλότητα και η στρέψη, που αντιστοιχίσαµε 
σε µια κανονική καμπύλη, καθορίζουν ουσιαστικά µονοσήµαντα την καμιτύλη. Πιό 
συγκεκριµµένα, δύο καμπύλες µε την ίδια καμπυλότητα και την ίδια στρέψη διαφέ- 
ρουν µόνο ὡς προς την θέση τους στο χώρο, και αντιστρόφῶως. 

Για την ακριθή διατύπωση του σχετικού θεωρήματος, υπενθυμίζουµε ότι : Μετα- 
φορά (ἰταπβ]αίίοη) κατά (το διάνυσ]α) 1 ε Εὸ ονομάζεται η απεικόνιση 


µῃ: Εὐ --ν κὖι τι µμιι) ἵ ια -- Π. 
Στροφή (τοία{ίοΠ) ονομάζεται κάθε ορθογώνιος μετασχηματισμός του Εὸ µε θετική 
ορίζουσα’ μ’ άλλα λόγια, κάθε γραμμική απεικόνιση {: Εδ -» Κὸ που διατηρεί τα 
εσωτερικά γινόμενα, δηλαδή 


«Γ(ι),{(υ σξ«ιιυ: Υιυεξ, 


και ο πίνακας της έχει θετική ορίζουσα. Επομένως, η Γ διατηρεί τις αποστάσεις και 
αντιστρέφεται (δηλαδή είναι γραµµικός ισοµορφισμός). 
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Παρατηρούμε ότι οι μεταφορές και οι στροφές είναι αντιστρέψιµες απεικονίσεις 
της ίδιας µορφής: η αντίστροφη της µῃ είναι η µ., δηλαδἠ εἶναι επίσης µία µετα- 
φορά, ενώ η αντίστροφη µιάς στροφής είναι άµεσον ότι αποτελεί κι αυτή στροφή. 
Διαπιστώνεται εύκολα ότι 

} οµοΞ µιο 9.|- 
Ἡ σύνθεση µια μεταφοράς και µια στροφής ονομάζεται στερεά κίνηση (Πἱριά ππο- 
Ποπ). 

Τα προηγούμενα µας επιτρέπουν να διατυπώσουµετο επόμενο Θεμελιώδες 6Θε- 

ώρημα των Καμπυλών, µε το οποίον και κλείνουμε το κεφάλαιο αυτό. 


9.5.3 Θεώρημα. Έστω Κ(5) Σ 0 καιτ(8), 5 ευ. [0,ςε], δύο διαφορίσιµες πραγµα- 
τικὲς συναρτήσεις. Τότε υπάρχει µια καμπύβη α: ὁ -» Εξ µουαδιαίας ταχύτητας µε 
καμπυβὀτητα Κ και σιρέψη τ. ΕπιπΏέου, µια ἀββη καυουική καμπύβη β ἐχει τις ἶδιες 
ιδιότητες τότε και μόνου τὀτε αυ διαφἑρει απὀ την α κατά µία στερεάἀ κίνηση. 


Β(5) 


Σχήµα 9.5 


Για µια λεπτομερή απόδειξη του θεωρήματος, η οποία είναι αρκετά τεχνική και 
βρίσκεται εκτός του σκοπού αυτών των σημειώσεων, παραπέμπουμµε στο [6]. 


3.6 Ασκήσεις 


1. Να βρεθούν: (1) Μία παραμµέτρηση ατου ευθυγράµµου τμήματος, που ενώνει δύο 
(διαφορετικά) σηµεία Ρ και Θτου Ε». (1) Το μήκος και η καμπυλότητα της α. (43) Μία 
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αναπαραµέτρηση βτης α µοναδιαίας ταχύτητας. (1ν) Το μήκος και η καμπυλότητα 
της β. 


2. Ο κύκλος µε κέντρο (0,0) και ακτίνα τ εἶναι εικόνα της καμπύλης 
α: [0.2π] --υ Εξ: ἐν» (τους {, τδίη 8). 


Να δείξετε ότι: (1) Ἡ α ορίζει µία κανονική παραμµέτρηση. (41) Το διάνυσμα της τα- 
χύτητας είναι κάθετο στην ακτίνα. (1) Το διάνυσμα της επιτάχυνσης κατευθύνεται 
προς το κέντρο. (1ν) Να υπολογίσετε το μήκος της α. (ν) Να βρεθεί αναπαραµέτρηση 
βτης α µε μοναδιαία ταχύτητα και να υπολογιστεί η καμπυλότητα Κ της β. 


8. Να βρεθεί µία κανονική παραµέτρηση της παραθολής ν’ἱ - αχ και η αντίστοιχη 
καμπυλότητα. Ποιόν γεωμετρικό τότιο παριστάνει η β() Ξ (8, ίδ.µειεξ; 


4. Δίνεται µία διαφορίσιµη συνάρτηση {: Κ -υ ζ. Να βρεθεί µία κανονική παραµέ- 
τρηση α του γραφήμµατος της και να προσδιοριστούν τα διανύσματα Έ, Ν. Β και η 
καμπυλότητα της α. 


5. Να βρεθούν το μήκος, η καμπυλότητα και η στρέψη της καμπύλης 


1 1 
α: [0,2π] -υὉ Εξ: ἐν» (---- οος ἰ, δἷπ ἰ, ----- οο5 {). 
γ2 γ2 


6. Να υπολογιστεί η καμπυλότητα και η επίπεδη καμπυλότητα της καμπύλης 
α(θ) Ξ (αςοςί, Ρ5ίπ 1), ίε[ο,2π], α, ΡΟ. 


Ποιά είναι η εικόνα της; 


7. Η (διαφορίσιµη) καμπύλη 
α: [0.2π] --υ ΕΕ: ἐν» (τους ί, γοίπἰ, Ρ0: Γ20, Ρεκ.. 


περιγράφει µία κυκλική έλικα (οἰτοι]ατ Ὠε]α), η οποία απεικονίζεται στο σχήµµα 
της επόμενης σελίδας. 

() Να βρεθεί αναπαραµέτρηση β της α µοναδιαίας ταχύτητας. (1) Να βρεθούν 
καμπυλότητα και η στρέψη της β. (11) Να αποδειχθεί ότι η γωνία ᾧ μεταξύ της 
εφαπτοµένης σε κάθε σηµείο της έλικας και του άξονα Ζ’Ο5 εἶναι σταθερή. (1ν) Να 
αποδειχθεί ότι η γωνία ὦ μεταξύ της δεύτερης καθέτου’ σε κάθε σηµείο της έλικας 
και του άξονα Ζ’ΟΣ είναι σταθερή. 


"Βλ. σχετικό ορισμό στη λύση 
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Σχήµα 9.5 


8. Να βρεθεί η καμπυλότητα της καμπύλης 


.. 
α(ϐ) σ[οσ] σξκεςἸ, 
9. Θεωρούμε την καμπύλη 
αι Ἐ --ε ες ἓν, 
Είναι κανονικἠ; Να βρεθεί η καμπυλότητά της. 


10. Να βρεθεί διαφορίσιµη καμπύλη α µε α(0) Ξ (0,1), η οποία διαγράφει τον 
ΚύΚλο µε την φορά τῶν δεικτών του ὠρολογίου. 


11. Έστω α: 1 -» Εξ διαφορίσιµη καμπύλη και διάνυσμα υ ε Ἐδ, τέτοιο ώστε 
αίο)ιυ και αίθιυ  Υψίει. 

Να δείξετε ότι αί(ϐ) ! υ, για κάθείε |. 

12. Να δείξετε ότι οἱ εφαπτόµενες της καμπύλης 


α:. Κ --οΕδ: ε» (8ἱ 86, 919) 
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σχηματίζουν σταθερή γωνία ὃ µετην ευθεία )Ξ0.«ΧΞ 72. 


19. Ένας κύκλος ακτίνας τ στέκεται στο σηµείο (0,0) του άξονα χ΄Οκ και αρχίζει 
να κυλά προς τα δεξιά. (ἱ) Να βρεθεί η καμπύλη α που διαγράφει το σηµείο Α. το 
οποίον αρχικά ακουμπά στο (0,0). (4) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της ατις 
χρονικές στιγµές{Ξ0.ΐίΞπκαιί- 2π. (13 Να υπολογιστεί το μήκος του τμήματος 
της α, όταν { ε[θο,2π]. 

Η καμπύλη α είναι γνωστή µε το όνοµα κυκλοειδής και εμφανίζεται στο προη- 
γούμενο σχήμα. 
14. Έστω β(5) καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. (1) Να αποδειχθεί ότι υπάρχει διάνυ- 
σµα ιυ(: διάνυσμα Ρατροιχ) τέτοιο ώστε: Τ’ Ξ ὦχτ, Ν΄ Ξ ΩΧΝ και β΄ Ξ ωχ. (139) 
Να αποδειχθεί η σχέση Τ’΄ΧΤ’ -- κγω. [Στις παρατιάνω σχέσεις, για ευκολία, έχουµε 
παραλείψει την µεταθλητή |. 


15. Έστω β: ὁ -ο Εξ καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε την ιδιότητα: η εφαπτομένη 
σε κάθε σηµείο β(5) περνά απὀ ένα σταθερό σηµείο Ρ. Να αποδειχθεί ότι η β είναι 
ευθεία. 


16. Έστω α: ὁ -υ Εὺ καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Να δείξετε ότι η α εἰναιτμή]ια 
κύκλου εάν και μόνον εάν όλες οι πρώτες κάθετοι” της α περνούν απόὀ σταθερό 
σηµείο Ρ. 


17. Αν α: ὁ -Ὁ Εὸ εἶναι καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, τότε οι δεύτερες κάδετοι 
της α δεν μπορούν να περνούν από σταθερό σηµείο. 


18. Έστω α: ὁ -» Εδ καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Να δείξετε ότι η ταχύτητα της 
α είναι συνεχώς παράλληλη µε ένα σταθερό διάνυσμα Οτι ε]ὸ εάν και μόνον εάν 
η α εἶναι ευθεία. 


19. Να βρεθεί η εξίσωση του κάθετου επίπεδου σε ένα δεδομένο σηµείο µια κανονι- 
κής καμπύλης. Ως εφαρµογή να δείξετε ότι όλα τα κάθετα επίπεδα της καμπύλης 


(1) -- (αςίπ” ἰ, α δίπ ἐσο5 {, αςος ἰ) 


διέρχονται από το σηµείο (0Ο, 0, 0). 


20. Να βρεθεί η εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου σε ένα δεδοµένο σηµείο µια κα- 
νονικής καμπύλης. Ἐφαρμογή: Δίνεται η καμπύλη α(ἲ) Ξ (εοςίἱ,σίπ{, 8). ἵ ε Ἐ. Να 
βρεθεί η (καρτεσιανή) εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου της α(ἲ) στο σηµείο α(ίο). 
ὀτου {ο Ξ αν 

2 
21. Να βρεθεί η εξίσωση του ευθειοποιούντος επιπέδου σε ένα ο πα σηµείο µια 


[ 
κανονικής καμπύλης. Εφαρμογή: Δίνεται η καμπύλη αί) Ξ ([: ον ευ) ί ε Κ. Να 
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βρεθεί η εξίσωση του ευθειοποιούντος επιπέδου της α(ἲ) στο σηµείο του αντιστοιχεί 
στο Ξξ 1. 


22. Δίνεται μία καμπύλη α: 1 -» Εὖ µοναδιαίας ταχύτητας, µε καμπυλότητα Κ(5) Ξ 0 
για κάθε 5 ΕΙ, και στρέψη Τ(5). Θέτουμε βί5) :Ξ- Τ(ί5), όπου Τ(5) το εφαπτόµενο 
διάνυσμα της α. (4) Να αποδειχθεί ότι η β είναι κανονική καμπύλη. 11) Αν σ εἶναι η 
συναρτηση μήκους τόξου της β (µε αρχή το 50). να αποδειχθεί ότι σ’΄(5) - Κ(5). για 
κάθε 5 ε Ι. (11) Να υπολογιστεί καμπυλότητα και η στρέψη Ίτης β. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ. Η καμπύλη β καλείται σφαιρική δείκτρια (5ρηετίσαΙ ἱπαἰοαίτίσ) 
της (συνάρτησης) Τ. Ανάλογα ορίζονται και οι σφαιρικές δείκτριες των Ν και Β. Ἡ 
ορολογία οφείλεται στο γεγονός ότι οι δείκτριες παίρνουν τιµές στη μοναδιαία σφαίρα 
του Κὸ µε κέντρο το 0. 


29. Έστω α: Ι -» Εξ επίπεδη καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε καμπυλότητα 
κί5) «1, νςε]Ι. Θεωρούμετην καμπύλη 


β(5) 1- αί5) -- Ν(5), 5ε][. 


(παράλληλη της α), ότου Ν(5) το πρώτο κάθετο διάνυσμα της α. Να αποδειχθεί ότι 
η β εἶναι κανονική και ότι η Κκαμπυλότητά της Κρ δίνεται από την σχέση 


24. Ἑστω α(5) καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας µε στρέψη τ(5) 4 Ο. Να εκφραστεί η 
καμπυλότητα κ της α συναρτήσει της τ και των δεύτερων κάθετων διανυσμάτων Ε(5). 


25. Αν γ είναι κανονική καμπύλη µε την ιδιότητα οι διχοτόµοι της γωνίας που 
σχηματίζουν τα πρώτα κάθετα διανύσματα µε τα αντίστοιχα δεύτερα να διέρχονται 
από σταθερό σηµείο, τότε η γ είναι κύκλος. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟ 


ας 


Από τους χάρτες στις 


Πολλαπλότητες 


Σειρά διαφανειών 


Το κεφάλαιο παρουζιάξει, σε µορφή διαφανειών, µια σύντομη περιγραφή (χωρίς α- 
ποδείξεις) μερικών θεμελιωδών εννοιών της Θεωρίας των Επιφανειών, όπως τα συστή- 
µατα συυτεταγµένων (χάρτες), τον εφαπτόμευο χώρο σε σηµείο επιφάνειας, το κάθετο 
διάνυσμα κλπ. Ιδιαίτερα αναλύεται η έννοια της καμπυβότητας και η µελέτη αυτής 
από τον ΕΊΙΙεΓ και τον 481155. Το περίφημο Θεώρημα ΕΡτερίαπι του (81155 αποδει- 
κνύει ότι η καμπυλότητα είναι ένα μέγεθος που δεν εξαρτάται από την εµθάπτιση της 
επιφάνειας στον τριδιάστατο χώρο, αλλά είναι μέγεθος που περιγράφειτην εσωτερική 
γεωμετρία της. Το θεώρημα αυτό υπήρξε η αφορμή για τη διατύπωση των ριζοστα- 
στικὠν (για την εποχἠ του) ιδεών του ΕΙΕΙΙΑΠΠ, ο οποίος για πρώτη φορά μίλησε 
για έναν χώρο καμπυβωμένο και όρισε την έννοια της (διαφορικής) ποΏΠαπβότητας. 
Μία παραλλαγή της γεωμετρίας του ΕΙΕΠΙΔΠΠ αποτέλεσε το μαθηματικό υπόθαθρο 
για την ανάπτυξη της Θεωρίας της Σχετικότητας από τον Επδίείη και άλλαξε τις αν- 
τιλήψεις µας για τον µακρόκοσμο (βλ. και τα σχετικά σχόλια στο τέλος του πρώτου 
κεφαλαίου). Η παρουσίαση λεπτομεριών εἶναι, φυσικά, εκτός των ορίων αυτών των 
σημειώσεων. 


(Οι διαφάνειες δεν επισυνάπτονται στις σημειώσεις) 
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-Ουδέτερη, 9 
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Γεωμετρία ΚΙείπ, 66 


Δέσμη 
-εὐθειών, 4 
-σηµείων, 4 
διάνυσμα 
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-προθολικού επιπέδου, 50 
- συσχετισµένου επιπέδου, 3Υ 
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- συσχετισµένο, 94 
επιτάχυνση, 7 


-δέσµης εὐυθειών, 4Υ 
κοινἠ έννοια, 


εφαπτομένη Ἓοθεια, 76 κυκλοειδής, 99 
εφαπτόµενο διάνυσμα 
καμπύλης, 77 μεταφορά. 95 
ευθεία, 99, 398 Μέτρο ταχύτητας, 7 
-εφαπτοµένη. 76 μήκος καμπύλης, 77 
-αδεατή, 59 μοντέλο, 17 
- κατ εκδοχἠν, 59 μορφισμός, 59 
πραγματική , 589 -προθολικών επιπέδων, 60 
ευθείες -1-1, 61 
-παράλληλες, 94 - επί, 61 
Θεώρημα, Ορος, 
- Θεμελιώδες των Καμπυλών, 96 Ουδέτερη Γεωμετρία, 9 
Ισόμορφα Παράμετρος 
-προθολικά επίπεδα, 61 - μήκος τόξου, 81 
- σύνολα, 60 -φυσική, δΙ 
ισομορφισμός πλήρωση, 59 
-δοµής, 59 πρόταση, 
-προθολικών επιπέδων, 61 προθολικό επίπεδο, 38 
ισχύς -δυϊκὀ, 44 
-δέσµης εὐθειών, 48 -πεπερασμένο, 49 


-σηµειοσειράς, 48 -πραγμµατικό διάστασης 2, 40 


Πίνακας ευυοιώυ 


-των επτά σημείων, 99 


Σηµεία συγγραµµικά, 94 
σηµείο, 99, 98 
-ανωμαλίας, 
-Ἰδεατό, 52 
-Ιδιάζον, 852 
-κατ εκδοχἠήν, 52 
- κοινό, 96 
-πραγµατικόὀ, 52 
σηµειοσειρά, 47 
στερεά κίνηση, 96 
στοιχειώδης απεικόνιση, 4 
στρέψη, 85, 91 
στροφή, 95 
συγγραμµµικότητα, 66 


σύμπτωση, βΛέπε σχέση σύµπτωσης 


σφαιρική δείκτρια, 100 
σχέση σύμµπτωώωσης, 99, 98 


Τάξη προθολικού επιπέδου, 51 
τομή εὐθειών, 96, 98 
τρίεδρο 
-Ετεπεί, 84, 91. 99 
-κατά μήκος καμπύλης, 84 
-συνοδεύον, 84 
-κατά μήκος καμπύλης, 84 
τύποι Ετεπεί-δεττγεί, 86 
-γενικευμένοι, 95 


ὙΥπερθολική Γεωμετρία, 10 


αιρευδόσφαιρα, 18. 19 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 


(Περιλαμθάνονται οι λύσεις επιλεγμένων ασκήσεων) 


2.6.10(2). Έστω Ρ τυχούσα ευθεία ενός συσχετισµένου επιπέδου. Σύµφωνα µε το 
Θεώρημα 2.1.9, υπάρχουν 4 διαφορετικά σηµεία Α, Β, Ο, Ώ, που είναι ανά 3 µη 
συγγραμµικά. Στην ακραία περίπτωση που δύο (το πολύ) από τα Α. Β.(Ο, Γ ανήκουν 
στην ἤ, έχουμε αμέσως το αποτέλεσµα. 

Διακρίνουμε τις εξής δύο µη τετριμµένες περιπτώσεις: 

1 Κανένα από τα προηγούμενα σηµεία δεν ανήκει στην ῥ. 


Α [ 


Τότε ορίζονται οι ευθείες ΑΝ Β, Αν Ο και ΑΝ Ὀ, που είναι διαφορετικές μεταξύ τους 
καθώς και προς την 6 (βλ. καιτην απόδειξη της Πρότασης 2.2.6). Απ αυτές, µία το 
πολύ µπορεί να είναι παράλληλη προς την ᾖ, ας πούµμεη ΑΝ Ὀ. Ἐπομένως, οι ΑΝ Β, 
ΑΝ 6 Θα τέµνουν την { στα αντίστοιχα σηµεία Χ και Υ. Παρατηρούμε ότι Χ 4Υ, 
γιατί διαφορετικά Όα εἰχαμεότιΑαν ΕΒΞΑΝΧΞ ΑΝΥΞ ΑΝ Ο (άτοπο). 


ΓΕΟΩΜΕΤΡΙΑ ΓΙΑ ΤΗ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ (Σηµειώσεις). Πανεπιστήµιο Αθηνών, 2012. 
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Η) Ένα από τα Α, Β, Ο, Ώ βρίσκεται επί της ὃ, ας πούμε το Α. Τότε προσδιορίζουµε 
ένα δεύτερο σηµείο Ζ ᾷ Α ακολουθώντας παρόμοια µετην προηγουµένη διαδικασία, 
όπως συνοπτικά απεικονίζεται και το επόμενο σχήμα. 


2.6.10(3). Α΄ Τρόπος: Έστω Ρτυχόν σηµείο ενός Σ.Ε. Πρώτα παρατηρούμε ότι υπάρ- 
χει µία ευθεία ὃ, η οποία δεν περιέχειτο Ρ. Πραγματικά, από το (ΣΕ; 3) εξασφαλίζεται 
η ύπαρξη 9 διαφορετικών και µη συγγραμμµικώὠν σημείων Α, Β, Ο. Αντο Ρ συμπίπτει 
µε ένα απο τα προηγούμενα σηµεία, τότε μπορούμε να πάρουμε ως βτην ευθεία που 
ορίζουν τα άλλα δύο. Αν το Ρ δεν συμπίπτει µε κανένα απο τα σηµεία αυτά, τότε Θα 
ανήκειτο πολύ σε µία από τις ὁ ευθείες που ορίζουν ανά 2τα Α, Β, Ο, ἀρα μπορούμε 
να επιλέξουμε τη µια από τις υπόλοιπες. 

Σύμφωνα µε την προηγουµένη διαπίστωση, μπορούμε να θεωρήσουμε τώρα µια 
ευθεία ᾖ, που δεν περιέχειτο Ρ. Κατά την Άσκηση 2.6.10(2), η ἓ περιέχει δύο διαφο- 
ρετικἀ σηµεία, ας τα καλέσουµε ἅ και Ἁ’. 


Ρ 


Επειδή Χ - Ρ{Υ, ορίζονταιοιΡν Χ και Ρν Υ. Επίσης, κατά το (ΣΕ; 2), υτιάρχει 
µία μοναδική ευθεία Ἰς που είναι παράλληλη προς την ῥ και διέρχεται από το Ρ. 
Διαπιστώνουμε εύκολα ότιοι κ, Ρν Χ, Ρν Υ είναι 3 διαφορετικές διαφορετικές ευθείες 
που διέρχονται από το Ρ. 


Β’ Τρόπος: Θεωρούμετα 4 σηµεία Α, Β, ο, Ώτου Θεωρήματος 2.1.9 και διακρίνουμε 
διάφορες δυνατές περιπτώσεις, σε σχέση µε τη θέση του Ρ ὡς προς τα Α, Β, Ο, Ὀ. 

ἢ Το Ρ συμπίπτει µε ἑνα απὀ τα προηγούμενα σηµεία, π.χ. το Α. Τότε οι ευθείες 
ΡΝΡΒ, Ρν Οκαι ΡνΝ Γ αποδεικνύουν τον ισχυρισμό της άσκησης, επειδή είναι μεταξύ 
τους διαφορετικές [αν ήταν, για παράδειγµα.Ρν ΒΞ Ρν Ο,τότεταβΡΞ Ακαιβ,ο 
θα ἦσαν συγγραμµµικά (άτοπτο)]. 

Ἡ) Το Ρ βρίσκεται στην τομή δύο εὐθειών, απὀ αυτές που ορίζουν ανά 2 τα 
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Α, Β, Ο, Ὀ, όπως στην ομάδα των παρακάτω τεσσάρων σχημάτων. 


Στην περίπτωση που, για παράδειγµα, ΡΞ(Αν Ο λΛ(Βν ΙΓ), φέρνουμε από το 
Οτην Κ/ΒΝ Ώ και απὀ το ΏὈτην Ρ/ΑΝ Ο. Παρατηρούμε ότι κ β [διαφορετικά η 
κ Ξ ἐ9α συνεπάγονταν ότι το Ο 9α ήταν σηµείο της { (άτοπτο)]. Επτίσης Κ /ἢ [σιην 
αντίθετη περίπτωση 9α ήταν και Βν Γ/8 (ἀτοτιο)]. Ἑπιομένως ορίζεταιτο Εξ ΚΛΑὂ. 
Ἠπειδή Ε/Ρ, ορίζεταικαιηΡν Ε. ΟιευθείεςΡνΕ, Αν 6 και Βν Γ επαληθεύουν 
τον ισχυρισμό, αφού είναι μεταξύ τους διάφορες {[αν, π.χ., ήταν Ρν Εξ ΑΝ Ο, τότε 
το Ε Θα ανήκε στην ΑΝ ϱΟ (άτοτιο)]. 
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Η1) Το Ρ βρίσκεται σε µία από τις ευθείες του ορίζουν 2 από τα προηγούμενα 


Α 


σηµεία, ας πούμε την Α Ν Β ({βλ. το προηγούμενο σχήμα). Οι Ρν ο και Ρν Ε 
είναι διαφορετικές μεταξύ τους καθώς και προς την ΑΝ Β. Πραγματικά, αν ήταν 
Ῥν ΟΞ Ρν Ὠτότε Θα είχαμε ότι 


οξιρνολίιον ϱ 5 ον λον 1), 


που είναι άτοτο. Επίσης, η ΑΝ ΒΞ Ρν Ο. για παράδειγµα, Όα συνεπάγονταν ότι 
τα Α,Β,Ο θα ἦσαν συγγραµµικά, που είναι επίσης άτοπο. Οι Αν Β.Ρν 06.Ρν 
αποτελούν τις ζητούµενες ευθείες. 

1ν) Αντο Ρ δεν συμπίπτει µε κανένα από τα Α, ΒΕ, Ο, Γ, τότε μπορούμε να πάρουμε 
τις ευθείες Ρν Α,ΡΝ Β, ΡΝ Ο, οι οποίες είναι διαφορετικές μεταξύ τους. 


2.6.10(4). Αν 3- ΚΛ πι και υποθέσουμε ότι η πι δεν τέμνει την Ρ, τότε από το 


95 9α εἶχαμε δύο παράλληλες προς την {, πράγµα που αντιθαίνει στο (ΣΕ; 2). 


2.2.9(2). Το συμπέρασμα είναι άµεση συνέπεια του αξιώματος (ΠΕ 9) [αντιστοίχως 
του (ΣΕ; 9). 


2.2.9(9). Αν Ρ εἶναι οποιαδήποτε ευθεία, τότε, από τα 4 σηµεία του (ΠΕ, 3), τουλάχι- 
στον 2 βρίσκονται εκτός της ῥ. Αν τώρα δίνεται ένα σηµείο Ρ, τουλάχιστον 2 από τις 
ευθείες, του ορίζονται από ἶδια 4 προηγούμενα σηµεία, δεν περιέχουν το Ρ. 


2.2.9(4). Αν 5 - Κ ΛΑ, τότε υπάρχει σηµείο Α της Ἱ, µε Α πε 5, και σηµείο Β 
της {, µε Β «5. Επειδή Α -Ε Β, ορίξεαι η ΑΝ Β. Σύµφωνα µε την Πρόταση 2.2.6. 
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3 7 


η ΑΝ Β διαθέτει ακόµη ένα σηµείο Ο διαφορετικό απόὀ τα Α και Β. Το Ο είναι το 
ζητούμενο επειδή δεν ανήκει σε καμιά απὀ τις δύο ευθείες. Πραγματικά αν, για 
παράδειγµα, (Ο,Κ) ε},τότεκΞαΑνΟΞξ ΑΝ Β, ἁρα(Ε, Ι) ε 7 (άτοπο). 

Στην περίπτωση ενός συσχετισµένου επιπέδου διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

1) Αν οι κ και Ρτέμνονται, θέτουµεδΞξΚΛΟ. 


Ἠπειδή η Κ διαθέτειτουλάχιστον ένα σηµείο Α 4 .5[βλ. Άσκηση 2.6.10(2), μπορούμε 
να φέρουμε απὀ το Α µία (μοναδική) ευθεία {’//0. Η {’ διαθέτει και ένα σηµείο Ο -Ε Α. 
Διαπιστώνουμε αμέσως ὁτι το Ο είναι ἑνα σηµείο όπως το ζητούμενο. 

Π) Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι κ και ῇ είναι παράλληλες. Η Κ διαθέτει τουλάχιστον 
δύο διαφορετικά σηµεία Α, Β και η { άλλα δύο Α΄, Β’. Αν το επίπεδο έχει μόνον 4 
σηµεία, τότε δεν υπάρχει σηµείο µετη ζητουµένη ιδιότητα. Αν υπάρχουν περισσότερα 
από 4, τότε υπάρχει ένα ἅ διαφορετικό από τα προηγούμενα. Στην περίπτωση που το 
Χ δεν βρίσκεται σε καμιά από τις Ἱς, β, τότε αυτό εἶναι το ζητούμενο. Αν το Χ ανήκει, 
ας πούμε, στην Ἱ, τότε ορίζονται οι ευθείες ΑΝ Α’ και Βν Α’, από τις οποίες το πολύ 
µία είναι παράλληλη προς την ἄν Ε.. 


κ ἅ Α Β 


Ἡ τοµή της τελευταίας µε την µη παράλληλη από τις προηγούμενες δίνει ἑνα σηµείο 
Ο µε τη ζητουµένη ιδιότητα. Παρόμοια εξετάζεται η περίπτωση κατά την οποίαν το 
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σηµείο ἅ ανήκει στην ευθεία ῥ. 


2.2.9(5). Ἡ επαλήθευση των αξιωμάτων του προθολικού επιπέδου είναι άµεση. Το 
επίπεδο αυτό βρίσκεται σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε το Ῥο. Πραγματικά, κάθε 
ευθεία του Εξ, που περνάει από την αρχή των αξόνων 0, τέμνει τη μοναδιαία σφαίρα 
σε δύο αντιδιαµετρικά σηµεία. Αντιστρόφως, δύο αντιδιαµετρικά σηµεία ορίζουν µια 
διάμετρο, άρα ευθεία που περνάει απὀ το Ο. Επίσης, κάθε μέγιστος κύκλος ορίξει 
ἑνα επίπεδο του περνάει απὀ το Ο και αντιστρόφως. 


2.9.4(1). Το ἰδιο το επίπεδο των { σημείων. 


2.9.4{(2). Αυτό διαπιστώνεται µε πολλούς τρόπους. Για παράδειγα: 

- Από το δυϊκό του (ΣΕ; 1), που δεν αληθεύει πάντοτε λόγω της ύπαρξης παραλλήλων 
ευθειών. 

-Από τη δυϊκή διατύπωση του αξιώματος (ΣΕ; 2). του οδηγεί στη µη οριζοµένη έννοια 
παραλληλίας σημείων [ᾗταραλληλία δύο διαφορετικών σηµείων, δυἸκώς προς αυτήν 
των ευθειών, 9α σήμαινε ανυπαρξία «κοινής» ευθείας (που περιέχει τα σηµεία αυτά), 
σε αντίφαση µετο (ΣΕ; 1). 

-Το δυϊκό συμπέρασμα της Άσκησης 2.6.10(9) συνεπάγεται ότι κάθε ευθεία διαθέτει 
τουλάχιστον ὃ διαφορετικά σηµεία, πράγμα που δεν είναι γενικώς αληθές {:στο συ- 
σχετισένο επίπεδο τῶν τεσσάρων σημείων οι ευθείες έχουν ακριθώς δύο διαφορετικά 
σηµεία). 


2.9.4(9). Όχι, αφού το δυϊκό του (ΠΕ 9) δεν περιέχεται στο σύστηµα των αξιωμάτων 
(ΠΕ 1) -(ΠΕ 8). Θα πρέπει να προστεθούν οι Προτάσεις 2.2.4 και 2.2.1. 


2.4.10(1). Η απόδειξη γίνεται µε συλλογισμούς δυϊκούς προς αυτούς της Προτασης 
2.4.4. 


2.4.10(2). Το συμπέρασμα είναι δυϊκό του Πορίσματος 2.4.Υ. 


2.4.10(3). Θεωρούμε τυχόν σηµείο Ο εκτός της ϱ. Τότε, σύµφωνα µε την προηγου- 
µένη άσκηση και το Πόρισμα 2.4.6, έχουµε ότι |ό(Α)! Ξ Ιό(Ο)| Ξ Ιώ(ΒΙ. Ἐτιομένως το 
Πόρισμα 2.4.6 ισχύει είτετο Ο βρίσκεται επί της πι εἴτε όχι. 


2.4.10(4). Σε ένα τέτοιο προθολικό επίπεδο όλες οι ευθείες Όα περιέχουν τουλά- 
χιστον 4 διαφορετικά σηµεία (αλλιώς θα αναγόµαστε στο επίπεδο των Υ σημείων). 
Επομένως, το πλήθος τών σημείων 9α είναι τουλάχιστον 3” «381 Ξ 19. 


2.4.10(6). Επειδή από το Ο διέρχεται µία ευθεία παράλληλη προς την πι, στην 
περίπτωση που το συσχετισµένο επίπεδο περιέχει άπειρο πλήθος σημείων δεν ι- 
σχύει η Πρόταση 2.4.4 και τα Πορίσματα 2.4.6 και 2.4.7. Αν ὁμῶς το επίπεδο 
έχει πεπερασμένο πλήθος σημείων, τότε το ανάλογο του Πορίσματος 2.4.6 εἶναι 
ω(πι)] Ξ- Ιώ(Ο)| -- 1. Με τις ίδιες προῦπιοθέσεις [και χρησιμοποιώντας την Άσκηση 
2.2.9(4) γιατο συσχετισμένο επίπεδο]. η παραπάνω σχέση οδηγεί στην |ό(10)| Ξ Ιό(θΙ, 
που δίνει το συσχετισμένο ανάλογο του Πορίσματος 2.4.7. 


2.4. 10Ο(7). Δκολουθούμετη συλλογιστικήτης Πρότασης 2.4.8: Θεωρούμε ένα σηµείο 
Ο εκτός της ϱ. Ορίξονται οἱ πι διαφορετικές ευθείες Ο Ν ΑΙ, όπου ΑιίΙΞ 1,..., τι) τα 
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σηµεία της ᾖ. Επίσης απὀ το Ο διέρχεται και µία πι παράλληλη προς την {. Κάθε µία 
απότις προηγούμενες ευθείες διαθέτει πι--]1 διαφορετικά σηµεία απόὀτο Ο. Επομένως, 
μαζί µε το Ο, έχουµε (π-ε 1)ίπ -- 1) -- 1 Ξ πὲ διαφορετικά σηµεία. Αποδεικνύουμε 
ότι αυτά είναι ακριθώς τα σηµεία του επιπέδου: αν υπάρχει ακόµη ἑνα σηµείο 9 
διαφορετικό από τα προηγούμενα, τότε ορίζεται η ΟΝ Ο. η οποία αναγκαστικά 9α 
συμπίπτει είτε µε την πι, είτε µε µία απότις Ο Ν Αι. Επομένως το ϐ είναι ένα απόὀ τα 
προηγούμενα π' σηµεία. 


2.4.10(68). Ἑστω { τυχούσα ευθεία και Αι (ἱξ 1,...,Ππ) τα σηµεία της. Αν Ρ τυχόν 
σημµείοντου επιπέδου, που δεν ανήκει στην 6, τότε [βλ. τη λύση της Άσκησης 2.4. 10(6) 
για πεπερασμένα συσχετισµένα επίπεδα] είναι |ώ(Ρ)/Ξ ω(θ])-ε1-π- Ι. 


Αν το Ρ ανήκει στην 6, τότε αυτό συμπίπτει µε κάποιο απο τα Αι. Χωρίς βλάθη της 
γενικότητας ας υποθέσουμε ότι ΡΞ Αι. Θεωρούμε και ένα Ο εκτός της ᾖ. Επομένως 
από το Ρ διέρχονται οι ευθείεςᾖ,.ΡνΟκαικι/ΟΝΑΙ(Ξ2...., π), δηλαδή συνολικά 
πε 1 ευθείες (βλ. και το παραπάνω σχήμα). Εύκολα διαπιστώνουμε ότι όλες είναι 
διαφορετικές μεταξύ τους. 
2.5.8(3). Οι ευθείες {Α. Β) και [{Ο, Ρ)} είναι παράλληλες, άρα ορίζουν το ιδεατό σηµείο 
Κ᾿.Ξ(Α.ΒΙ Ξίςο,ΡΙ'. 

Παρόμοια, οι παράλληλες {Α., Γ} και {Β, Ο) ορίζουν το 
ΕΞ (ΑΡ) ΞΙΒ.Ο), 
ενώ οι παράλληλες {Α, Ο}, {Β. Ὀ) ορίζουν το 


πι Ξ(ΑΟ Ξ{(ΒΡ]. 


Συνεπώς, η πλήρωση αποτελείται απὀ τα πραγματικά σηµεία Α, Β, Ο, Ώ καιτα ιδεατά 
Κ᾿, [, πι, δηλαδή καταλήγουμε στο προθολικό επίπεδο των 7 σημείων. Οι ευθείες της 
πλήρωσης είναι, προφανώς, οι 


αΕοκ)ι [σοκ ας οἱ) 85ο ας οπ) (85 ή} 8 5 [ην]. 
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Το παρακάτω σχήµα αποτελεί µια απεικόνιση της προηγούμενης διαδικασίας. 


Ρ σ Ρ σ 


2.5.8(4). Αν αφαιρέσουμε µιαν ευθεία, για παράδειγµα την (Αι. ΑΣ, Α7) τότε τιαίρ- 
νουµε το συσχετισμένο επίπεδο των 4 σημείων, ότως φαίνεται και στο επόμενο βοη- 
δητικό σχήμα. 


Α4 Ας Α7 Α4 Αό 


2.6.10(1). Ας υποθέσουμε ότι φ(Ρ) ε ψ(θΒ. Θεωρούμε τυχόν σηµείο ἅ ε Ρ, οπότε 
φ(Χ) εκψ(θ. Επειδή ΧΡ, ορίζεται η ἄν Ρ, ἀρα ψ(ᾶΧν Β) Ξ φ(ᾶΧ)ν φ(ϱ) Ξ ψ(θ. 
Ἑπιομένως, το 1 -1 του μορφισμού συνεπάγεται ότι Χ ν Ρ - Ρ(άτοπο). 

Αν υποθέσουμε ότι ο μορφισμός δεν εἶναι 1-1, ισχυριζόµαστε ότι δεν ισχύει το 
προηγούμενο συμπέρασμα, δηλαδή μπορούμενα βρούμε (ο εφ καικε {, έτσι ώστε 
ο 6 και φ() ε ψ(ΙΟ. Πραγματικά, αφού η Ψ δεν εἶναι 1 -Ι1, υπάρχουν τουλαχιστον 
δύο ευθείες Ἰς, πι, τέτοιες ὡστε ΚΕ πικαι ψ(Ι) Ξ ψ(πι). Θέτουμε5- ΚΛπικαιεπίτης 
πι επιλέγουμε και ἑνα σηµείο ϱ «5. Προφανώς ϱ 6 Κ. Επιπλέον, αφού (Φ, ψ) εἶναι 
μορφισμός, η ϐ Ε πι συνεπάγεται ότι φ(9) ε ψίπι) Ξ ψ(Κ). επομένως καταλήγουμε 
στον ισχυρισμό. 


2.6.10(2). Πρόκειται για την αντιθετοαντιστροφή της προηγουµένης άσκησης 
[: αν ήταν Ρ 6 {, τότε αναγκαίως Θα εἶχαμε ότι φ(β) 6 ψ(θ) (άτοτιο)|. 


2.6.10(8). Έστω τυχόν (Ρ’, 0) εφ’ Χ {Γ΄ µε Ρ’ εἰ’. Λόγω της υπόθεσης υπάρχουν 
ΡεΌκαιβε {. τέτοια ώστε φ(Ρ) Ξ Ρ’ και ψ(8) Ξ Ι’. Ἐπομένως φ(Ρ) ε ψ(θ) Ἐφαρ- 
μόζοντας τώρα την Άσκηση 2.6.10(2), από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι Ρε 6, 
και, ισοδύναμα, ϕ "(Ρ’) ε ψ”1(0), µετην οποίαν καταλήγουμε στο συμπέρασμα. 

2.6.10(4). Ἐκφράζουμε πρώτα την Ψ µέσω της φ: αν { είναι µία ευθεία του πρὠτου 
επιπέδου, θεωρούμε δύο τυχόντα σηµείατης Α, Β. Τότε ψ( Ξ ψ(Αν Β) - φ(Α)νφ(Β). 
Προφανώς, αν πάρουμε δύο άλλα σηµεία της ὃ, ας πούμε τα Ο, Ὦ (ἡ τα Α, Ο, αν 
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έχουµε το επίπεδο των ἤ σημείων, οπότε οι ευθείες έχουν ακριθώς 3 σηµεία) 9α 
ἐχουμεότι/Ξ Αν ΒΞΟΝΒΡ,άραψ(ξοφ(ον φ(ϱ)Ξ φ(Α)ν φ(Β). 

Αναλόγως εκφράζεται η φ µέσωτης ψ. 
2.6.10(5). Έστω Ρτυχούσα ευθεία του πρώτου επιπέδου. Σύµφωνα µετην προηγου- 
μένη άσκηση. Θα είναι Ψψ(8) Ξ φ(Α)ν φ(Β) Ξ ψ’΄(Θ. για οποιαδήποτε σηµεία Α, Βτης 
Ρ. Επειδή η τελευταία ισχύει για κάθεθε-{, συνάγεται ότι ψ - ψ’. 


2.6.10(7). Για οποιοδήποτε (Ρ,08) ε ῬιΧχ {ι µε Ρ ε Ρ, ο ορισμός του μορφισμού 
συνεπάγεται το επόμενο µεταθετικό διάγραμμα, που αποδεικνύει τον ισχυρισμό. 


(Φι,ψι 


(98 ει ) (ῥι(Β), ψι(Θ) ε1ο 


(ο ο φι, ψ. 9 Ψι) (Φ», 2) 


(Φε(φι(β)). ψ.(ψι(θ))ε}ε 


2.6.10(8). Για τυχούσα ευθεία ὁ θέτουµε ψ(8) 1Ξ φ(Α) ν φ(Β), ὀτου Α, Β εἶναι δύ- 
ο οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία της ᾖ. ΗἩ ψΨ είναι καλά ορισμένη: πραγματικά, 
αν πάρουμε δύο άλλα σηµεία της Ο και Ὦ, διαφορετικά μεταξύ τους καθώς και 
προς τα προηγούμενα (ή τα Α, Ο, αν η ευθεία διαθέτει μόνον 3 σηµεία), τότε η συγ- 
γραμμµικότητα των Α. Β, Ο, Γ και η υπόθεση συνεπάγονται τη συγγραμµικότητα των 
φ(Α), φ(Β), φ(Ο). φ(Ώ). Επομένως, Ψ(8) Ξ- φ(Α)ν φ(Β) Ξ φ(Ων φ(Γ), που αποδεικνύει 
ότι ο ορισμός της ψ(8) είναι ανεξάρτητος της επιλογής των σημείων της . 

Κατόπιν διαπιστώνουμε ότι το ζεύγος (ῳ, Ψ) ορίζει μορφισμό προθολικών επιπέ- 
δων: για τυχόν (5,8) µε Ρ ε 6, μπορούμε να γράψουμε ότι ξΞ ΑΝ Β, οπότε, ότως 
προηγουμένως, φ(Β) εφί(Α)ν φ(Β) Ξ ψίθ. 

Επειδή η φ εἶναι 1] -1 και επί, το (ῳ, ψΨ) εἶναι ισοµορφισός (βλ. Πόρισμα 2.1.6). 
Τέλος, το µονοσήµαντο της Ψ είναι συνέπεια της Άσκησης 2.6.10(5). 


2.6.10(9). Ἡ σύνθεση δύο συγγραμμµικοτήτων είναι προφανώς συγγραμμµικότητα, 

σύμφωνα µε την Άσκηση 2.6.10Ο(7). Το ουδέτερο στοιχείο είναι η συγγραμµικότητα 

(1Φ, 1 ϱ). Οποιαδήποτε συγγραμµικότητα (φ, ψ) ε ὄΠιι(Φ) διαθέτει αντίστροφη, την 
(φ.ψ) τς 


[βλ. και την Άσκηση 2.6.10(9)]. Η προσεταιριστική ιδιότητα ισχύει ὡς αποτέλεσµα 
της αντίστοιχης ιδιότητας, που έχει η σύνθεση των συνήθων απεικονίσεων. 


2.7.9(9). α) [21,9] ν[1,0,-1]-«1,-5,1 5. 
β) Δεν ορίζεται ευθεία αφού [--2,0,4] - [--2(1,.0,--2)] Ξ [1.0,.--2]. δηλαδή τα δεδο- 
μένα σηµεία συμπίπτουν. 


2.7.9(4). α) Δεν υπάἀρχειτοµή. β) «1.0.0» Λ«1,-2,12[0.1.2|. 


2.7.9(5). Είναιτα [ἐ,1,0],για κάθεί εκ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9ὃ 


(Περιλαμθάνονται οι λύσεις όλων των ασκήσεων) 


9.6(1). 8) Αν Ρρ.ᾳ είναι τα αντίστοιχα διανύσματα θέσης των ΡΒ, ϱ. το ευθύγραμμο 
τμήμα Ρ0 εἶναι εικόνα της παραμετρηµένης καμπύλης 


α: [0, 1] --υΕδ: ἐν» αίθ:Ξ ρ- Κα-- Ρ). 


(1) Παρατηρούμε ότι 
α(θΙ Ξ Ια-- ϱΙ 0, 


δηλαδή η καμπύλη είναι κανονική, και το μήκος της δίνεται από την σχέση 


Κως | Ιαω]αμ- |. |α-- ρίαιι -- Ια-- ΡΙ. 
0 ο 


Απ το άλλο µέρος, επειδή α(ἲ) - 0. το Θεώρημα 1.4.2 συνεπάγεται ότι Καθ) - 0, 
για κάθε ί ε[ο, 1]. 


(1) Επειδή το μήκος τόξου της α εἶναι 


ἴ [η 
ποτ [ΓΠαω]αα- [.]α- ρίαι -Ία- 
βλέπουμε ότι η απεικόνιση 
5:[0,1]--»[6,ία-- Ρί]: ἐν» Ια-- οί 
είναι αμφιδιαφόριση µε αντίστροφη την 


ΠτΞ ον [ο,]ᾳ -- ΡΙΙ] πο [ο, 11: κάμπο. 
Ἰα-- ϱἱ 


οπότε η ζητούµενη αναπαραµέτρηση είναι η β: [Ο,]ία-- ΡΙ[] -» Εδ µε 


«πο δ-- Β]. 


β(5) ἰΞ(αο Πι(5)Ξ απο εν 
ία -- ϱἰ σπα στη 


(ν) Επειδή β(5) - 


τα . ρ] :το μήκος της β εἶναι επίσης 


Ία-ρι] Ια-ρ]ὶ 
ΙΒ) - Ί ΙΕ (ωαι -- κ νεα: μη] 
ο [ο] 


Τέλος, γιατην καμπυλότητα Κρτης βέχουμµε ότι Τ(5) - β(5) - ,ἀρα Τ’(5) - 


τμ -. 
και [από την (9.9.2) Κε(5) Ξ- 


9.6(2). (1) Από την 
α() Ξ (--γδίη {τους ἲ), 
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προκύπτει ότι [αἱ Ξ- τ- 0, άρα α(ἲ) Ξ τ- 0, δηλαδή η α εἶναι παραµέτρηση 
κανονικής καμπύλης. 


(1) Κάθε χρονική στιγµή {η ακτίνα συμπίπτει µε την θέση του κινητού, δηλαδή µε 
το σηµείο α(ξ) και η ταχύτητα είναι α΄(Ό. Επτιοµένως, 


«αίθ.α(ϐ Ἑ- -τ2εος ἐδίπ{-- τ2εος ἐσίπί -- 0, 


που σηµαίνει ότι α(θ) ! αίὐ. 
(1) α””(ϐ Ξ (-γουςῬί,--τεῖῃ ϐ) - --α(ἰ). 


(ν) Για το μήκος της α έχουµε |ια΄(0/ -τ, άρα 


2π 2π 
Ί{α) Ξ { α”(θ]ιαί -- Γ γαί -- 2πγ. 
0ο 0 


(ν) Είναι |α”(0] - το. Ορίζυµε την συνάρτηση μήκους τόξου 
{ 
5:[0,2π]-οΕ:ἰς( :«- µ ια’ (ι0)/| αιι -- τι. 
ο) 
Άραη 5: [0,2π] -ο[ο,2πτ] είναι αμφιδιαφόριση, µε αντίστροφη την 
ΓΙ «ἳ: [0,2πτ] ---[ο, δπ]: 5 -υ -. 
Γ 
και η ζητούµενη αναπαραµέτρηση είναι η β: [0, 2πτ] - Εξ µε 
5 5 , 5 
β(5) Ξ(αοΠ)(5 Ξ α[Ξ) . [εοος --, Γ5ΙΠ 3 
4 Τ Γ 
Για την καμπυλότητα της τελευταίας έχουµε ότι 
, ”-- 5 
τς) -β(5)- [- 51Π --, 0ος 3 
Τ ἴ 


απ όπου παίρνουμε 
: 1 5 1. 5 
Τ'(85)Ξ|----05--,----ιη --|, 
ἀ μι λ 
και 


1 
κί5δΞΙΤΊ{ΦΙΞ πι 
9.6(3). Προφανώς. η 
α(θ - (ε ϱ): τεξ, 


είναι µία παραμέτρηση της αναφερόµενης παραθολἠς. Είναι κανονική, αφού 


αι ρξτιι ος εα, γεεκ. 
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Επειδή η α δεν εἶναι µοναδιαίας ταχύτητας, η καμπυλότητα υπολογίζεται από τη 
Θεώρημα 9.4.2. Επειδή 
α(ϐ Ξ (1,90 Ξ(1,9ἱ0), 
α (8 Ξ (0,9) Ξ(0,2,.0), 
αθχα”(ϐΞ(0,2,0) 
βρίσκουμε ότι 
Κ(9) -- (1 -« αἲ) Ὁ”. 


Ἡ β είναι µία καμπύλη της οποίας η εικόνα εἶναι η ἴδια παραθολή, όµως δεν 
είναι Κκανονικη, αφού β(8) -- (313, 65), άρα το {-- 0 είναι σηµείο ανωµαλίας. 


9.6(4). Η καμπύλη α( Ξ (ίΓ(0). ἰ ε Κ. έχει εικόνα ακριθώς το γράφημα της Γ. 
Για την α έχουμε ότι 


α(ἳ Ξ (1, Γ (9) Ξ(4, 9,0), 
α(ὐ Ξ (ο,/ (9) Ξ(0,/’ (0, 0), 
α.(9 --(ο,Ε’'(9) Ξ (ο, /’” (9, 0), 
α( χα” (0 - (ο,ο,/”(8). 
Επειδή 
Ια(θΙΙ --(1-- (93) ο. ΝΕΕΣ, 


έχουµε κανονική καμπύλη, που εν γένει δεν είναι µοναδιαίας ταχύτητας. Οπότε, 
σύμφωνα µε Θεώρημα 9.5.1, εἶναι: 


ται θιος---ἵ---αιΡ) 
μωρο σα ο σα 
{ω 
ποστ ί--! (0.1.0) 
(Γ(θΙ (1 92)” 
{ω 
Ἑσ------το(--(ὐ. 1), 
(9! (1 9)” 
Β(0 - [ο.ο ση) Ξ/(0,0,-.1) - --6.. 
μ 
Ἡ καμπυλότητα, βάσει του Θεωρήματος 9.4.2, είναι 
πο] 
Κ(9) -- ------------ε-- - 
ς πο. 


Είδαμε ότι Β(6) Ξ -:θ63 (σταθερά). Αυτό συμµθαίΐνει σε όλες τις επίπεδες καμπύλες. 
Για λέἐπτομέρειες παραπέμπουµε στις Σηµειώσεις [6Ι. Προφανώς, αφού η α(ϐ) είναι 
επίπεδη καμπύλη, τΞ 0 (βλ. Θεώρημα 9.9.5). 
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93.6(5). Είναι 
1 1 
πυξα(ὁΞ ο. 5ἱη {, ο05 {, ----τ- 5ίΠ ) : 
γ2 γ2 
άρα 
1 1 π 
α”(θ|| -- [5 ςἰπ {-- οος” {-- . ση ) πι. 


δηλαδή η α είναι καμπύλη µουαδιαίας ταχύτητας, µε 


2π 2π 
Ἱκα) Ξ { |α΄(9]αί -- { 1αί -- 2π. 
0 ο 


Για την καμπυλότητα έχουµε 
Τ{(8 - α(Ό : ενε-εό- ) 
Ξ α Ξ{-----εοςί, --δἵπ {, ------εοςί]. 
γ2 γ2 


οπότε 


ἳ 1 πα 
κ(θ --ΙΙΤτ{(θΙ -- [5 ος” ἐ -- εἰπὸ { -- . εος” ) πας 


Παρατηρούμε ότι 
/ ”/ 1 
Β(0 ΞΤΘΧΝ(ϐ-α(θχα (ϐ - --(-θι-θιαςο 
κ ο] 


άρα Β΄(8) Ξ 0, και 
τε «Ν(0,Βί8 60, 


δηλαδή, τελικά, η α εἶναι επίπεδη καμπύλη. 


9.6(6). Θέτοντας χΞ αεοξδίκαιτι/- Ε5ίπ{, έχουµε ότι 


άρα πρόκειται για έλλειψη. 


Βρίσκουμε: 
α(θ) Ξ(--αςίῃ {, Ροο» ϐ) Ξ (--α ίη ἐ, Ρ 0ος {, 0), 
άρα 
α(θ| -- (αἱ εἰπί ε-- Ρ’ ους” ϐ)  ”. 
Ἑπτίσης 
α(ἲ) Ξ(--αοοςί,- Ρ5ἱπ1) Ξ(--α ος ί,--Ρ5ίπ ἰ, 0) 
και 


α(ϐ Χα”) Ξ αβα., 
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αττ ότιου 
α(8) χα” (Ό] -- αΡ, 
και τελικά 
κο Ιαῶ χα! αἳ | 
ια’ (0/9 (αξ «ἰπό { -- Ρ2 ο0ς2 09/2 


93.6(7). (1) Είναι 
α() Ξ (--γδίη {, τους ί, ϱ), 


επομένως 
Ια΄(0|ἱ -- (τἳ ας "τι α» 0. 


Θεωρούμε την 
ἴ 
5:[0,2π]-οΚ. εί» ή [α΄ (ιι)]]αιι -- ἰο 
0 
καιτην αντἰστροφή της 
5 
Π: [0,2ποε] --»[0,.2π|: 5.» --- 
ο 


Άρα η ζητούµενη αναπαραμέτρηση εἶναι η 


ΑΒ: [0,2πε] --οΕὸ: 5: β(8)Ξ(αο Π)(8) - (εοον-- Γοίη,.φ). 
[ο ο ς 


(1) Για την καμπυλότητα της β έχουµε 

/ τι δ ἩἹ ς 
Τ(5Ξ Α(5)Ξ ί- --δἱῃ --, ουδ. -), 
ς σ ο ς ο 
άρα 
Τ 5 η 5 

Τ' (6) Ξ{-- --οοδ-, -----δἶπ-. 0 
. ο” ς σὤ ο ) 


και ο 
κί5ΞΙΙΤΤ{ΦΙ - στο 


Ἀχετικά µε την στρέψη, είναι: 


1 5 .. 5 
Ν(5) Ξ --τςτ'(5)Ξ ( -008--. --δἱΠ--, ο), 
ο ὃ 


κί5) 
έΕι 6ο έ9 . ὥ Ρ ας, --ᾱ 
Πθξιτ το Ἱ [ξζ-σδη-. ----οᾱδ--.--, 
[ο [ο [ο σ 6ο 


Νι ΝΟ ΝΑ 
απ ὀπου προκύπτει ότι 


ο Ρ 5 ρ. 5 
Β (5) - -- οος σ’ 5 51ῃ 5.0) 
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και 
Ρ 
τ(8)ξ -- «Ν(65)Β΄(5)Ξ σν] 
(1) Για τη γωνία ϕ έχουμε ότι 


«αίὐ,οι Σ Ρ 
σος [η] - ποστ τ- --- 
α(0]«εο ο 

Παρατηρούμε ότι η ϕ δίνεται και ατιό τη σχέση 


εονῤς ενσς αι 5, ο --- 5 
ΙΤ(5)| - ει ο 


(ν) Ἡ δεύτερη κάθετος της β στο σηµείο β(5) εἶναι η ευθεία 
ε(() Ξ (5) τ (8/5): ίεΚ, 


δηλαδή η ευθεία που διέρχεται από το β(5) και έχει κατεύθυνση το δεύτερο κάθετο 
διάνυσμα Β(5). Επομένως, για την γωνία ὠ του τελευταίου ερωτήματος έχουµε ότι 


υ κΕΒί8,6ςΣ .. 
ΤΡΙ ΙΙ ο ο ο 


9.6(8). Είναι: 


α ο ξα θξ {δθλ], 
α(θ --(α «5ο, 
α (ὐΞ{0,1) Ξ(0,1,0), 


έι έρ ἐέ8 
αὐκα οι ι οι, 
ο 1 ο 


ἱα(θχα”θι -ι. 


Ἐπιομένως, 
Ἰα(θκχα”(θι 1 


ποττπιασ ακθβ 


9.69). Παρατηρούμε ότι 
α(θ- (οι 55) 
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άρα α (0) Ξ (0,0) και η α δεν είναι κανονική σε όλοτο Κ. Είναι όµως κανονική στα 
διαστήµατα (--οο, 0) και (0, -οο). Για { 0 έχουµε 


Ια (δι - (αὔ -« οι)", 
αι ο δε, 
ει 6ο έ9 


α(θχα/ίθςξ[οι 83δύ ο |Ξ66ε.Ξ(ο,,θέ), 
2 6ί 0 


α'(8 Χ α” (91 -- θί”, 
οπότε . 
“(θχα”ι οί 
κ(ὺ -- αν α0ἱ 

ια. (0/9 αὔ εθώς 
9.6(10). Η γ(8) Ξ (εος {, ςίπ 1) διαγράφειτον κύκλο µε φορά αντίθετη τῶν δεικτών του 
ὠρολογίου και έχει γ(0) Ξ (1.0). 

Η β(8) Ξ (οο»(ί -ε π/2),ίπ({ -- π/2)) διαγράφει τον κύκλο µε την ίδια φορά, µε 
Α0)Ξ(0,1). 

Η αντίθετη καμπύλη της β,. δηλαδή η 


α(ε) - β(--) Ξ (οος(π/2 --),σιπ(π/2 -- 9), 


διαγράφει τον κύκλο µε την αντίθετη φορά και έχει α(0) Ξ β(0) Ξ/0, 1). 


9.6(11). Αφού « αίθ),υ Ξξ 0, αρκεί να δείξουμε ότι « αίί) υ Σ εἶναι σταθερό ἡ, 
ισοδύναμα, ότι « αί(),υ »΄Ξ 0. Πράγματι, 


καθυς ξςαυς (ὔξςα(θδυς εαυτο «αι 0-Ξῦ. 


9.612). Ἡ εφαπτομένη της α στο τυχόν σηµείο α(ἲ) είναι η ευθεία 
ε(ς) Ξ α(ἲ) -- 5α(1): ιεξ, 


που είναι παράλληλη προς το διάνυσμα α(ἲ) - (8, 6ί, 6ί3) (να σημειωθεί εδώ ότιτο 5 
δεν είναι κατ’ ανάγκην μήκος τόξου). Ἡ ευθεία που ορίζεται από τις συνθήκες ΙΙ Ξ 0 
και χΞ Ζ περιέχει το διάνυσμα υΞ (1.0.1). Επειδή η ζητούµενη γωνία ὃ είναι η 
γωνία των ανωτέρω διανυσμάτων, βρίσκουμε ότι 


«αίθ.υ» 9-.6υ 2 π 
κ απορια ο μη ο σοι 
ἰα'(θ]]:υ  νο--δδ6 566. ν» 2 4 


9.6(13). (1) Έστω ὀτιτο Α, από την αρχική του θέση στο (0, 0), μετακινείται στη θέση 
Αξία. 0), οπότετο κέντρο Κ Ξ (0,1Τ)του κύκλου 9α μετακινηθεί κατά ένα μήκος α 
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και Θα έρθει στο σηµείο Κ’ Ξ(α, τ). 


ηλ 


ο να τη οπ1: .. 


Τότε στον άξονα χ’΄Οχ ακουμπά το σηµείο Β καιτο τόξο ΑΒ έχει μήκος α. Αν ὃ εἶναι 
η γωνία Ἀκβιτότε αΞ τδ. Συµθολίζουµε µε Α’ και Α΄ τις προθολές του Α τις ευθείες 
Κ’΄Β και ΚΚ’. Τότε έχουµε 


ΧΞ ΟΒ-- ΑΑ’ Ξ τδ-- ΓδΙΠδΞ τ(ὃ -- δἷῃ ὃ), 
υΞ ΟΚ- ΑΑ” Ξτ-τουδδςτ1 --οοςδ), 


άρα η κυκλοειδής περιγράφεται απὀ την παραμέτρηση 
α(ὃ) - (τ(ὃ -- οἵπ δ), τ(1 -- οος ὃ)). 


(89) Παρατηρούμε ότι 
α(δ) Ξ (τ(1 -- οος ὃ), γ»δίη ὃ), 


απ όπου παίρνουμε 
α(οιξίοιο, απ) ξσςο, α ωπὴ 56ο). 
Άρα, για δΞ 0 και δὃ Ξ 2π. η εφαπτομένη δεν ορίζεται, ενώ για ὃ - π είναι 


επ(58) Ξ απ) -- 5α’(π) 
Ξ(τίπ-- δἶη π),τί1] -- οος π)) -- σ(τ(1 -- οο5 π), γδίη π) 
Ξ (τπ, 2Υ) -- 5(2Τ,0) Ξ (τπ -ε2τς5,2τ). 


(11) Χρησιμοποιώντας τους γνωστούς τριγωνομετρικούς τύπους του διπλασίου τόξου, 
βρίσκουμε ότι 


|ἱα.(8)/Ι” -- τ2(1 -ε εος” ὃ -- 2605 ὃ «- οἰπ' δ) 
ὃ ο 
- 2Γ2(1 -- οο» ὃ) Ξ- 1 νι αμ τα 5) 
2 2 


8 
-- 4’ οἱηΣ --, 
2 
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οπότε 
; . ὃ . ὃ 
α”δ8) Ξ2η απ 5] ος, ο-δ-ς« 2π. 


Επομένως, 


2π 2π 8 
ΠίαὶΞ { |α”δ)αδ -- ον [ 5ίη -- ἆδ 
ο ο 2 


Ξ ον [ 25ἱηφαάφΞ 4τ[-- οος φις) 
0 
Ξ 4Δτί- οοςπ -- ος 0) - 8Υ. 
Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι ανάλογα συμπεράσματα ισχύουν για όλα τα δια- 
στήµατα της µορφής (2Κπ. 2( -- 1)π). κε Ζ. Η καμπύλη είναι κανονικἠ μόνο σε 


αυτά. 


9.6(14) (1) Θέτουμε ὦ Ξ χΤ -- ΙΝ -- 2Β, και Θα προσδιορίσουμε τους συντελεστές 
Χ, Ἡ. Ζ. Τότε 


ΩωχΧχΤΞαΤΧΤΙΓΙΝΧΤΙΕΖΕΧΤ 
ΞκΧχο-υΒβΖζνΝΞ-ιβ-2Ν 


οπότε, βάσει της υπόθεσης Τ΄ Ξ ωχτΤ, 
-υΒ -ΕΖΝ - Τ' Ξ ΚΝ, 
απ΄ την οποίαν προκύπτει ότι }/ ΞΞ 0 και ΖΞ Κ. Αναλόγως. 


ΩΧΝΞάΧΤΧΝΠΓΙΝΧΝΑΕΓΖΒΧΝ 
ΞΧχΕΤΓυΟΙΓ-ΣΤΞΑΧΗ- ΖΤ 


άρα, λόγω της υπόθεσης Ν΄ Ξ ὦχΧνΝ, 
ΧΒ -- ΖΤΞ Ν΄ - --ΚκΤ -- τβ 
οπότε χΞξτ και ΖΞ Κ. Δηλαδή, αν υτιάρχει τέτοιο διάνυσμα, Θα είναι το 
ῶξ τΓ-ε- ΚΕ. 
Αποδεικνύουμε ότι το ὢ ικανοποιεί και την τρίτη ισότητα: 
ΩχΕΒΞ(ΙΓΤΙΚΒ)ΧΒΞ(ίΙΤΤΧΗΕΒ)ΚΚΗΕΧΒΞ-ΤΝ-«ΟΞΡΒ’. 


Άρα αποδείχθηκε η ύταρξζη (και το µονοσήμαντο) του ὢ. 
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(1) Από την σχέση Τ’ Ξ- ΚΝ παίρνουμε ότι 
τ’ Ξ- Ι.Ν ΚΝ’ - Ι6Ν -- Κί--κτ -- τβ) -- --ἰὅτ-- ΚΝ -- τκΒ. 
Επομένως, 


τΧτ”’- κνχ(-κτΤ-- κΝ -- τκΒ) 
- -«ΚΟ(ΝΧ Τ) -- ΚΚ(ΝΧ Ν) -- τκ”(Ν χ Β) 
Ξ ΙΒ --0-ς τοτΤ - Κ(κΕ -- τ) - Κω. 


9.6(15). Η εξίσωση της εφαπτοµένης της β στο β(5) είναι ε(8) Ξ β(5) Γ{ίβ(8).ίε]κ. 
Λόγω της υπόθεσης, 9α υπάρχει {ς Ε Ἑ, έτσι ώστε ε«(ίς) Ξ- Ρ. όπου ρ ε Κὸ είναι το 
διάνυσμα θέσης του ΡΕ, δηλαδή 


Α(8) « ίκβ΄(8)Ξ ρ. 


Αν πάρουμε ἑνα άλλο σηµείο της καμπύλης, π.χ. β(5). τότε, για την εφαπτομένη 
ε.(8) Ξ Αβ(5) τε (β’(5) Θα υπάρχει {ς, ἐτσι ὡστε 


Α(5) τε ί«β’(8)Ξ Ρ, 


και παρόμοια και για τα άλλα 5 Εω. Επομένως, για Κάθε 5 εΕω, υπάρχει (5) εξ 
έτσι ώστε 


5] Α(5) τ (5)β(8) Ξ ρ. 


που εκφράζει ακριθώς την συνθήκη της εκφώνησης. 
Ἡ απεικόνιση 5» (5) είναι διαφορίσιµη, αφού 


(ο) 5 Λ(5β(86)- ρ- β(5) 
 «δβ(9Φ.β(52Ξς«)ρ--Α(5.β(8)Σ 
9 ᾖΠ) «Τ(86),Τί2ξ«ρ- Α(5),Αβ(8) 
 ()-«ρ- β(5).β(8)2. 


Παραγωγίξζοντας την (3) έχουµε. για κάθεςσευο: 


(ϱ) 5. Α(9) Λ(5)β(8)  Λ(5)β”(8-0 
5 Τ(5)-- ῃ(5)Τ(5)-« Λ(5)Τ’/(8)Ξο0 
(1 Λ(8)Τ(5) Λ(5)Κ(3Ν(5)Ξ-0 
5 1-(5)- Λ(5δ)Φδ)Ξο0 
- Ὦ(5)- -Ι και ᾖ(5ὶκ(ς)-ο0 
3 ἠί)ο--5 και (ο-δκίδΞο0 
3 κίς)-ο0, 
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που ισοδυναμεί µε το ότι η β εἶναι ευθεία. Προφανώς ο -- 5 4 0, διαφορετικά 8α 
είχαμε ότι (5) Ξ 0 (άτοπο). Άλλωστε, και η (5) Ξ 0 συνεπάγεται ότι β(5) - Ρ. 
Υ 5εο), δηλαδή η β9α εκφυλιζόταν σε σηµείο (επίσης ἀτοτιο). 


9.616). Η πρώτη κάθετος της α στο α(5) εἶναι η ευθεία 
ε«( - α(5) --ΙΝ(5): τεΚ. 


δηλαδή η ευθεία που διέρχεται από το α(5) και έχει κατεύθυνση το πρώτο κάθετο 
διάνυσμα Ν(5). Ακολουθώντας το σκεπτικό της προηγούμενης άσκησης, η υπόθεση 
συνεπάγεται ότι, για Κάθε 5ε ο, υπάρχει (5) ε Ἐ µε την ιδιότητα 


. αί5) τ (5Ν(5) -., 


(.Ῥτο διάνυσμα θέσης του ΓΡ). Ἡ Ώ είναι διαφορίσιµη συνάρτηση: από την («) προ- 
κύτιτει ότι 
Π(85)-« Λ(5)Ν(5).Ν(8ϐὸ-«)ρ-αί5.Ν(5)2. 


Παραγωγίζοντας τώρα την (3) έχουµε: 
(ϐ 5. α (5) -- Λ(5)Ν(5) -- Λ(5)Ν΄(58Ξο0 
5 Τ(5) -- Λ(5)Ν(5) -- ἠ(5)(--Κ(5)Τ(5) -ετ(δ)ΗΒ(8)Ξο0 
55 (1 -- Λ(5)κ(5))Τ(5) -- Λ(5)Ν(5) -- Λ(5)τ(δ)Β(86)Ξ0 
5 1-8δκίΞᾖ(5ΞΦδτιΦΘΞΟ 
3 Ώξ ο(σταθερά), Ώκί5)Ξξ 1 και ῶτ(5) Ξ0. 
Ἡ δεύτερη ισότητα δίνει Ώ Ε Ο, η τελευταία δίνει τ Ξ 0Ο, δηλαδή η α είναι επίπεδη 


καμπύλη, και από την Κ(5) - 1/ῇ Ξ σιαθερά έχουµε ότι η α είναι τµήµα κύκλου. 
Το αντίστροφο είναι ἀµεσο: το Ρ εἶναι το κέντρο του κύκλου. 


9.6(17). Υτιενθυμίξεται ότι η δεύτερη κάθετοςτης α στο α(5) [βλ. λύση της Άσκησης 
9.6(7)] είναι η ευθεία τιου διέρχεται από το αί5) και έχει κατεύθυνση το δεύτερο 
κάθετο διάνυσμα Β(5), δηλαδή η 

ε«( - α(5) -- 1Β8(5): τεχκ. 


Με τους συλλογισμούς των δύο προηγουμένων ασκήσεων, ας υποθέσουμε ότι, για 
κάθε 5 Εο), υπάρχει (5) εξ µε 


(09) α5) τ (5)Β(5) - Ρ. 
Ἡ Ά είναι διαφορίσιµη επειδή 


Π(5)Ξ «« Λ(5)Β(5),Β(85)ΣΞ«Ρ-α(δ). Β(6) -, 
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άρα, παραγωγίζοντας την (3). έχουµε ότι 
α (5) -- Π(5)Β’(9) -- Λ΄(5)ΗΒ(5)Ξ-0, 
ἠ, ισοδύναμα, 
Τ(95) -- Λ(5)τ(5)Ν(56) -- Λ(5)ΗΒ(8)Ξ0, 


η οποία ισχύει μόνο όταν 
.1Ξ-Λ(9τ8)Ξ /(5):Ξ0, 
που εἶναι ἀτοπο. 


9.6(16). («-): Προφανές. 
(39): Από την υπόθεση, για κάθε 5 Εο), υπάρχει (5) ε ΚΕ ώστε 


(3) ἸκδΠς]Ξἧξ σταῦμ. 


Παρατηρούμε ότι 
Λί86-« Λ(5)Τ(5),Τ(5) τξ« ιιΤ(5):, 


δηλαδή η (5) είναι διαφορίσιµη συνάρτηση. Παραγωγίζοντας την (3) έχουµε: 


(ϐ) 5 Λ(8Τ(5)-ς Λ(5)Τ΄/(6Ξο0 
 ΛΊ(85'Τίς)-« Λ(5)κ(5)Ν(5)Ξο0 
(5) - Λ(5.(5)-ο0. 


Από την ισότητα (5) Ξ- 0 προκύπτει ότι (5) - ο. Αν οΞ Ο,τότειιξ ο«Τ Ξ 0, που 
είναι ἀτοπο. Ἆρα ο 4 0, και η ισότητα οκ(5) Ξ 0 δίνει ότι κ -- Ο, που ισοδυναμεί µε 
το ότι η α είναι ευθεία. 


8.619). () Έστω ότι έχουµε καμπύλη β(96) µοναδιαίας ταχύτητας. Ένα (κ, υ, 2) ε Εὖ 
είναι σηµείο του κάθετου επίπεδου στο σηµείο β(5,) εάν και μόνο εάν η διαφορά 
(ας υὐ. 2) -- β(50) ανήκει στον υτόχωρο που παράγουν τα Ν(5ο) και Β(5ο). δηλαδή είναι 
κάθετη στο Τ(50) Ξ β(50). Άρα τα σηµεία (α, ὐ, 2) του κάθετου επίπεδου στο β(5ο) 
ικανοποιούν την σχέση 


5) «{α. ν, 2) --β{5ο), Τ(δο) 2-0, 


ή, ισοδύναμα, 
-« (ας υ. 2) --βί5ο).β (5ο) Ἄ- 0. 


(1) Έστω τώρα ότι έχουμε µια κανονική καμπύλη α(ἰ). όχι κατ ανάγκη µοναδιαί- 
ας ταχύτητας. Τα σηµεία (α, 1, 2) του κάθετου επίπεδου στο αίίο) ικανοποιούν την 
αντίστοιχη της (3) 

«(υὐ.2)-- αίί, Τί) ΞΞ 0. 
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Μέσω της (9.5.1). η προηγούµενη μετασχηματίζεται στην 


α(ίο) .- 
Ιαίιο! 


] 


«κ α)--αἰἴο, 


ή, ισοδύναμα, 
«{(α.υ. 2) -- αίίο). α (ίο) 2 0. 


Εφαρµογή. Σύµφωνα µε αυτά που είπαµε προηγουμένως, το σηµείο (0,0, 0) ανήκει 
στο κάθετο επίπεδο σε κάθε σηµείο β(8, αν 


«(0,0,0)-- βθ,.β(ίθτξ« β(θ.β(θ32ο, γτεκ. 
Παρατηρούμε ότι 
β(8) -- (9αςίπ έοος ἰ, α(εος { -- η” 8), --α σἷη ἰ). 
Συνεπώς, 


«βθ,βί(θ- 
«(αςίπ' ἰ, αξδίη ἐσος {ἐ, α 05 8), (Φα δἶπ ἐσος {, α(οος” { -- αἰπ' ϐ), --α ἶπτ -- 
2α” κἰπὸ ἐοος {-- αἱ 5ἵη ἐοοςὸ {-- αἱ οἰπὸ ἐορςέ-- α θἰπέορςσέ- 
αἱ εἰπὸ {σος { -- αἲ 5ἶη ἐοοςὶ {-- α 5ἶη έοος{ - 
αὖ αἷπ έοος ἐΚεἰη” ἑ -- ους” 9) -- αἲ εἴπ έσος { -- 0. 


8.6(20). () Έστω ότι έχουµε καμπύλη β(5) µοναδιαίας ταχύτητας. Ένα (κ, υ, 2) ε Εδ 
είναι σηµείο του εγγύτατου επίπεδου στο σηµείο β(5ο) εάν Και μόνο εάν η διαφορά 
(κ. ὐ. 2) -- β(5) ανήκει στον υπόχωώρο που παράγουν τα Τ(5ο) και Ν(5ο). δηλαδή 
είναι Κάθετη στο Β(5ο0). Ἆρα τα σηµεία (αχ, Ἡ. 2) του εγγύτατου επίπεδου στο β(5ο) 
ικανοποιούν την σχέση 


() «(κ,ὺ, 2) -- β(5ο). Β(5ο) ΞΞ 0. 
Επειδή 
. --- Το αν Α” (5ο) 
Β(5ο) Ξ Τί5ο) Χ Ν(5ο) Ξ β(5ο)Χ -- Ξ β (5ο) Χ παν, 


η {.) ισοδυναμεί µε την 
«(ας υ. 2) --Αβ(5ο).β (5ο) Χβ’ (5ο) ΞΞ0. 


(1) Έστω τώρα ὁτι έχουµε µια κανονική καμπύλη α(θ, όχι κατ ανάγκη µοναδιαίας 
ταχύτητας. Τα σηµεία (Χκ, µ. 2) του εγγυτάτου επίπεδου στο α(ίο) ικανοποιούν την 
αντίστοιχη της (9) 

«(υὐ.2)-- αίίο͵ Βίί ΞΞο0. 
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Χρησιμοποιώντας την ισότητα [βλ. (9.5.9) 


α’(ίο) Χ α (ίο) 


η ο ο ωλωμςς 
ο) Ταχ α(ω] 


παίρνουμε την συνθήκη 


αἱ) Χα” (ἲο9) 
η] η ο ισπ πππσιμσἩ .. 0, 
εορνιτισω κοω] 


και, ισοδύναμα, 


«η αοιαωκα-ς--ξσθ, 


Εφαρµογή. Τα σηµεία του ζητούµενου εγγύτατου επίπεδου ικανοποιούν την συνθή- 
κη 

π (π ”/ - 

9 ος 0. 2) . ασ). α 5 χα . ΣΞξο0. 


ὙΥπολογίζουμε: 
π π, ππ π 
ασ) Ξξ {ουν ο. ο) .) Ξ ίο, 1, ο) 
α (8) Ξ (--»ίπ {,οος ἐ, 1) 
{πι --- π . 
α (5) --- ( -δ1Π ος ος 1) Ξ(--1,0, 1) 
α(ϐ Ξ (--οος ἰ, -- δἷπ ἰ, 0) 
”/ τι -- πτ . π - 
α Ξ) Ξ{--οος ο Ας 9) Ξ (0, --1, 0) 
Άρα η εξίσωση του εγγύτατου επίπεδου γίνεται 
π 
«(α.υ.2)--(0, 1 5) (-1,0.1) χ(ο,-1,.0)2-ο0 3 
π 
«αιγ-12- 9). (1.01 Χ(0,-10325-0 5 


ὃς ἄν ον 


--] ο 1 Ξο 9 
0 -] 0 
π 
χΕζς--- 
2 


8.6(91). () Έστω ότι έχουµε καμπύλη β(96) µοναδιαίας ταχύτητας. Ένα (κ, υ, 2) ε Εὖ 
είναι σηµείο του ευθειοποιούντος επιπέδου στο σηµείο βί5ο) εάν και μόνο εάν η 
διαφορά (κ. υ. 2) -- βί5ο) ανήκει στον υπόχωρο που παράγουν τα Τ(5υ) Και Β(5ο). 
δηλαδή είναι κάθετη στο Ν(5ο). Άρατα σηµεία (α, ὴ, 2)του ευθειοποιούντος επιπέδου 
στο β(5ο) ικανοποιούν την συνθήκη 


(5) κ.) β(86) Νίο) ΞΞῦ. 
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Επειδή 
Τ.(5ο) «Α”(5ο) 


αμ σσ οσο. 


η {.) μετασχηματίζεται στην 


ΑΒ’ (5ο) 
» 


ο οσο 


« οα υ. Ἅ) --β(5ο), 


ή, ισοδύναμα, στην 
«(αυ 2) --βί5ο)..β (5ο) ὰ-- 0. 
(1) Έστω τώρα ότι έχουµε µια κανονική καμπύλη α(θ, όχι κατ ανάγκη µοναδιαίας 
ταχύτητας. Τα σηµεία (α, ὐ. 2) του ευθειοποιούντος επιπέδου στο α(ίο) ικανοποιούν 
την αντίστοιχη της (9) 
«(ας υ, 2) -- αίίο), Νίία) 5 0. 
Δαμθάνοντας υτή όψιν ότι [βλ. (9.5.2)] 
α’ Χα({0)) χα’ 
πιω «(α(ωχα”()χα(ο. 
[ια’({ο) Χ α” (ίο)| : [Ια’(ίο) 
βρίσκουμε ότι 
α(ω)χα” Χα 
- ας υ. 2) ως αίίο), ον ο ο Ξ ο, 
Ιια’({ο) Χ α”(ίο)| : ΙΙα’(ίο)ἱ 


και, ισοδύναμα, 


(εν) «(κιυ, 2) -- αί(ί0).(α (9) Χα ()) χα) ΞΞο0. 


Εφαρµογή. Σύµφωνα µε την (49), τα σηµεία του ζητούµενου εὐθειοποιούντος εττι- 
πέδου ικανοποιούν την συνθήκη 


«(α.υ.2) -- αί1), (α(1)χα”(1))καίι1)ΞΞο0. 
ὙΥπιολογίξουμε: 
1 
α(1) Ξ- ία, Ὀ) 
1 1 
ο ων ο, ο. .) 
α ο ξαες] 
αι οξἳ τ Ὁ 
α(ϐ -- (0, 1, 94) 
α(1) Ξ(0,1. 2) 


έι ορ ἐέ9 
αι νέα Ι 1 1 |ξ1.-2.1) 
ο 1ἱ 2 
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Ἆρα η ζητούµενη συνθήκη είναι 
«(«- 1, - 1/2,27-- 1/39),(1,-2,1)Χ(1,1,1) ξι 1 -2 11ο, 


που ισοδυναμεί µε την 


9.6(22). (1) Παρατηρούμε ότι β(5) Ξ- Τ’(5) - Κκ(5)Ν(5). Επομένως, | (5) - κί5) 0, 
δηλαδή η β είναι κανονική καμπύλη. 


(1) Εφ᾽ όσον η συνάρτηση μήκους τόξου δίνεται από την σχέση 
σ(5) Ξ { ψβ΄(ι01! αι, 


έχουµε ότι 


σ(8ΞΙΡ(5ΙΞΙΤΙ(ΦΘΙΞΙΚΘΝΙ(ΦΙΞ κίδ. 


(41) Επειδή η β δεν είναι απαραίτητα µοναδιαίας ταχύτητας (κάτι τέτοιο Θα συνέθαινε 
αν κΞ 1. πράγµα που δεν δηλώνεται εδώ). Θα χρησιμοποιήσουμε τους τύπους της 
καμπυλότης και στρέψης που δίνονται από τα Θεωρήματα 1.4.2 και 1.4.3 αντιστοί- 


χώς. 
Για το σκοπό αυτό βρίσκουμε (παραλείποντας τη µεταθλητή 5): 


β’ Ξ Τ' Ξ- ΚΝ, 

β’” - ΚΝ- ΚΝ’ 
ΞΙΝ -- κί-κτ -- τβ) 
--«ΙΤ-- ΙΝ -- κιτ, 


οπότε 
ΑΧβ”- κνχ(-κ -- ΚΝ -- κτβ) 
--«ΙὼΝΧΤ.ΟΕΙΟΝΧΝ-ΕΚΤΙΝΧΒ 
ΞΙτΤ--Ο-Β-- κντΤ--ΟΝ -ς ΙΒ, 
και 
[β’ χ β΄ - 169 Ε Ισ 2 - κά(κ᾽ Ε Ἑ], 
Ἐπιομένως, 


 χβι κκ ντ) (ὁ κτλ)” 


Κο στ. - τσ ---- 
β9 ῦ κ 
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// 


Για τον προσδιορισμό της στρέψης χρειαζόμαστε καιτην β’”. Παραγωγίξοντας την 
β’”., που βρήκαμε πιό τάνω, έχουμε: 
β’. - --ο]ᾷςτ-- ΚΤ’ -- Κ’Ν -- ΚΝ’ -- Κτβ -- κτ Β -- Κτβ 
- --«]]ςΤ-- ΙΟΝ -ε ΙΟ Ν -ε Ιό(--ΚΤ -ε τβ) -- (ΙΟτ-- ἴσ)Β -- Κτί--τ) 
- --8Ι0ΙςΤ -- (--ἰὁ -- ΚΚ’ -- ΚΙΝ -ς(2Κτ-ς κτ)Β. 
Επομένως, 
«ΑΧ Α”, ΑΡ” κό(κτ -- Κ’τ) ο κ σπς ὃ 


ἔππΠβακρβη πετ) ΙΙ) 


9.6(23). (α) Ἡ β είναι κανονική: 
β(8-α(5-ΝΤ(5Ξτ(5)-- κ). τ(5)Ξ(1 -- κ). Ττί5)-Εο0. 

(β) Η β δεν εἶναι καμπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, ἀρα υπολογίζουμε την καµ- 
πυλότητά της από τον τύπο του θεωρήματος 9.4.2. Παραλείποντας την µεταθλητή 5, 
έχουµε 

βΊ-α - ΟΤΙ ΞΙ- ΞΙ- κ 
Αβ” Ξ (1 -- ΙΤ -Ε(1 -- ΙΤ’ Ξξ(1 -- κ) Τ-ς(1 -- ΙΟΚΝ 


Α ΧΡ’ Ξ(ι-- ΙΟΤΧ((1-- κ) Τ--(1 -- ΚΚΝ 
Ξ{] -- (1 --Ι κ ΤΕ (1 -ΟΚΓΧΝ 
ΞΙάΙ -- Κ)Β 


κ” -- κα -- κ)’ 


κα οἳἱ κ 
πα - ον κο 


9.6(24). Απιό τον τύτιο των Ετεπεί-Θεττεί για την παράγωγοτου Β, παίρνουμε ότι 
Β5) 
τ(ϱ) ᾿ 
οπότε απὀ τον ορισμό της καμπυλότητας έχουµε διαδοχικά: 
κί8) - ΤΘ -- Ι(Ν(5Χχ Β(94)Ί 
-( Β5) 
ο τ(θ) 
ο 
σ τ(5) 
-Β'(5)τ(5) -ε Β(95)τ(5) 


8 πο Χ ΕΒ(5) ἝἙ Ο| 


Ι(τ(58Β΄(9) - ή5)Β΄(8))κχΒ(5). 


Ν(5) - 


χ Β(9))] 


)χΕβ(θ(- η χΕΒΊ(Φ8) 


- 1 
υπ ο 
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9.6(25). Χωρίς βλάθη της γενικότητας, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η Υ είναι µονα- 
διαίας ταχύτητας. Ακολουθώντας την μεθοδολογία των Ασκήσεων 15-18. μπορούμε 
να γράψουμε την συνθήκη της άσκησης µε την µορφή 


(5 ΡΞ Υ(5) 3 Λ(ΦΙΝ(5)Μ Β(9)), 


ότου ῥ το διάνυσμα θέσης του δοσµένου σταθερού σημείου και (5) διαφορίσιη 
συνάρτηση. Παραγωγίξζουμε την (3) και, παραλείποντας τος, βρίσκουμε 


Τ- Λ(Ν -- Β) -- Λ(--ΚΤ --τβ-- τΝ)Ξ0, 


ἠ, ισοδύναμα, 
(1 -- ΛΙ)Τ- (1 -- ΔΟΝ -Ε(3 -- Λ0ΒΞΌΟ, 


οπότε 
1 - κ-ο,  -ᾖτ-ο. π κτ-ο. 


Αθροίζοντας τις δύο τελευταίες βρίσκουμε ΛΆ’ - 0Ο. ἆρα Ώ Ξ ο Ξ σταθερό και το 
σύστηµα των παραπάνω ισοτήτων γίνεται 


1 -- οκ - 0. οτε το. 


Από την πρώτη προκύπτει ο 3 0 και κΞ 1/ςο σταθερό, και απὀ την δεύτερη τ 0. 
Άρα η Υ εἶναι κύκλος ακτίνας ος. 


